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Avant - propos 


Cher élève de 4°" Math. 


Voila entre vos mains les comigés détaillés de tous les exercices de votre 
manuel scolaire de mathématiques (tome 1 : le Tome 2 ne tardera pas). 


En s’exerçant en classe (AS : 07-08) : on était obligé de voir tous ces 
exercices, et c'est seulement en les manipulant qu'on s’est rendu compte de 
leur importance , de leur richesse et qu'on a apprécié la compétence et 

le professionnalisme du groupe rédacteur de ce manuel et des efforts 
considérables qu'ils ont déployés pour le bon choix des exercices. 


Cher élève : 

C'est pour vous faire attacher encore plus à votre livre scolaire et à ses 
précieuses séries d'exercices .que vient donc cet ouvrage .par le quel nous 
voulons dire à chacun de vous : vous n'êtes pas seul : on est là prés de vous 
à chaque instant ; pour vous rassurer lorsque vous répondez juste : pour 
vous corriger lorsque vous vous trompez et pour vous débloquer lorsque 
vous en avez besoin. 


Cher élève ; 
Nous sommes sûrs que vous avez suffisamment de conscience qui vous incite 
à ne pas se précipiter à la correction avant de déployer le temps nécessaire 
et l'effort personnel convenable pour la résolution. 


Nous tenons enfin à remercier tous les membres du groupe rédacteur de ce 
manuel scolaire et un merci spécial pour M° Charrada Taoufik secrétaire 
général de notre fameuse association A.T.S.M qui a encouragé l'idée de ce livre. 


Les auteurs 
ABROUG FETHI & BOUSSETTA JALLOULI 


Nous prons nos collègues et tous ceux qui utilisent ce document de bien vouloir nous faire 
part de leurs remarques qui seront les bienvenues ( à l'adresse :f_abroug@ yahoo.fr) et dont 
nous les remercions vivement. 
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Continuité et Limites 

QCM : 

1) lim g(x) = -0 

2) (233 et 5} 1 

3) admet au moins une solution dans [-2,5] 


VRAI-FAUX : 
1) (vrai) 


lim (= lim f(-9)= Jim (A) = 0 
2) (faux) 

contre exemple : fÜx}=x 

f est croissante sur R 

lim f(x) = +2 

3) (faux) 

contre exemple : fa) ; D, =R 
lim f(x)= lim f (0 =0 

f n'est pas bornée 

(lim f(x) = +0) 

4) (faux) 


contre exemple : {x}= > ; D =R' 
x 


lim (9) = 


A:x=0 n'est pas une asymptote à (4,) 
5) (faux) 
contre exemple : f{x}=4+sinx 





gtxy-3- ;  h(x}5+ 
1+x° 


on à : g{x) < f(x) <h(x) 
lim g(x)})=3  ; lim h(x)=5 


1+x° 


mais f n'a pas de limite en +00 


CH 1 TOME |! 
EX 1 : 
pour x>0 on a : 00e = V2x = V2x 
pour x<0 on a : fxy=--2x 


f(0)=0 
fu) = 2x ue 
2x si x <0 


* lim f(x) = lim 2x =0 = (0) 

lim f(x)= lim Ÿ-2x = 0= f(0) 

fest continue en 0 

* la fonction : x > 2x est continue et positive sur ]0,+co[l 
d'où fest continue sur ]0,++| k 
* de meme f est continue sur }-,0[ 


conclusion : Fest continue sur R 
EX 2 : 
I | 
- la fonction :x+ ne est continue sur R/ {2} 
X- 


(fonction rationnelle) 
« la fonction : x R x-2 est continue sur R 


en particulier sur R/ {2} 
d'où la fonction : x +> |x-2] est continue sur R/ {2} 


par suite f est continue sur R/{2} 
* continuitéen2:  f(2}1 


pour x>2 ona: (+ Na 2) 
X- 
f(x)=x-1 
lim f(x) = lim(x-1)=1= f(2) 
pour x<2 : RENE + 2) = x 
X- 
lim 1x) = lim(-x+1)=-1# f(2) 


f n'est pas continue en 2 


Continuité et Limites CH 1 TOME | 


EX 3: .: x} +x-6=(x+3Xx-2) 
res 
fx) = ET + pour x € ]-0,-3| 
x +x-8x- 

D,=R/{-2,3} Fois x+3 _(x+3).Vx +x-6 

. rx G+3%-2) 
ona: -3x°-x+10=(x+2X-3x+5) 

3, 2 _ 2 vx? +x-6 

x +x —-8x-12=(x-3Xx +2) (x) = =—=— 

—3x +5 (x—2) 
da 10 im Jin PE. 
lim _3x+5 4-3) r-n-31  (x—2) 

L UE r'(x-3X{x+2) SE 

(de la forme 70 x+3 cd ES 
f n'admet pas une limite finie en 3 V-x? -x+6 (x —2) 


d'où f n'est pas prolongeable par continuité en 3 im. f(x) = 0 


2) im f(x)=-© (de la forme D d'où Jim f(x) = 0 
x 


d'où f n'est pas prolongeable par continuité en (-2) f est prolongeable par continuité en (-3) 


EX 4. son prolongement est la fonction g définie sur R/{2} 
gd 3 x +3 : 
[= =— ri SiX£#2 ;,Xx#-3 
Jr +x- 6] par : g(x)= Jr +x-6 
1)x?+x-6=0 g(-3}=-0 
A=2S ox=3 et x"=2 
d'où D, = R/{-3,2) EX 5 : 
? 1) im( À) = sé 
X 0 -3 2 +00 xl x] 
x°+x-6 
: + 2 
+ 9 lim )= + 


2) lim(=22 ) = (de la forme Si 
x Y° —] 0 





Continuité et Limites 














4) * pour x>0 
1+x° - 1+x° vo sl 
Ve 
Je 
fo os he 
+ x The X° 
* pour x<0 
sl 
1+x2 y [x| 1+ — 
x x x 
x + À 
ans ou DT 4 | 
x 
On EE és 
X-3—7 + X—h- 2 T” 
EX 6 : 
soit P(x}=x" +3x° -2x-—4 
P{-1D) =0 


P(x)=(x +1). (x + ax +b) 


= x +{a+l)x +(a+b)x+b 


at+1=3 > 
identification La+b=-2 «+ LT 
bac 
b=-4 


P(x) = (x+1).(x +2x 4) 


CH 1 TOME ! 
pour x #-I 


(x+1Xx° +2x-4) 
x+| 

lim f{x)= lim (x° +2x-4)=-5 

x-nH-1) x—H-1} 


12) = 


=x"+2x-4 


1+2x-4 ix#- 
eco-{* ô pu “He 


—$ si x—| 


prolongement par continuité de fen (-1) 


2 el ire 
) pourxe 0,2] 47} 


2 7 
COS X — — re 


f(x) = à - 




















sin x -sin e 
Sin X —- — 4 
Rappelons que : 
.  G—-b, . a+b 
cos a — cos b = -2sin( ).sin( ) 
2 2 
Sin 4 — Sin b = nee je er b, 
2 2 
cos a —cosb F ee 2; 
sin a —sin b ; 2 
x 
X+— 
d'où : [= 
lim f(x) = 87 = 1 
dE 
f(x) six #7 
d'où : gx} 4 
-] si x=T 
4 
3) pour x 4 0 
I-cos(4x) 
=-16| ——— 
1] a | 
on pose X=4x x—0,X—0 
lim f(x) = lim 6 x | se = —8 
10 X 0 X° 2 
f(x) six z0 
d'où gx} 
= | si x=0 
4) on pose : U(x}={x-1Ÿ 
_ SI(Tx) 


V{x) 


Continuité et Limites 
f = ol 
lim U(x) = lim(x 1) =0 


inst, 
0 r-#0 


d'où lim f (0) = 7 


dj si x <| 
g(x)= De 
si x=] 
EX 7 : 
A:y=-x+2 


D* lim f(x)=0 
* lim (x) = +00 
lim (= 
* lim f(x) = —o 
“lim C0 = + 


v-#è 


+ lim f(x) = 2 





3)* me |-0,0|U{1} 

l'équation : f(x}=m admet trois solutions 
*me|0,I[ 

l'équation x}-m admet quatre solutions 


*me ].+ol 


l'équation f(x)}=m admet deux solutions 


CH I TOME 1 





EX 8 : 

1) On pose Utxy ? et V{x}cos(x) 
f=VoU 

Lim U{x)=7x 

Lim V{x})= du cie JG) = 


Lim = 0 
2) "vx Lim f(x) =0 
Lim sin(x) = 0 res 
sin(Vx) on pose À = Vx 
x 
sin *) 
x: 
= Lim AAA L _ 
No + 
cos(x” -1)-1 


4) f(x) = 5 


(=) 


f =VoU avec U(x}= x" 2 _letV(x)= 


3) f(x) = 





Lim f{x) = Lim 
+0" X 0" 


cos(x)-l 


LimU(x) = 0 

| = Lim f(x) =- 
LimV{(x) =—— ji. 
xt 


EX 9 : 
x € [0,+co[ 


fx) =(Vx+2-Vr).sin x 


(x+2)-x x 2 
1) Dee. nr, 
RE ns FPE el DURE 


2.sinx 


d'où f{(x}= Ho 
X 


2) x>0 
fx) = 2.|sinx| 
Vx+2+Vx 
Vx+2 D NES —— {°° 
Are ÉT ST 
sin x|<1= 2}sin x] < 2 
à Li 
2.{sinx| : 2 


d'où —— 
Resa x 





Continuité et Limites 


2 
3) im—==0 = lim fx} 0 
Xe Jx 1x 
EX 10: 


f)=x+Vi+x 


1) lim f(x)= lim 


x 


(i+x)- x 
Ar 


1+x° x 
= lim ire 0 

+ 14 x —x 
d'où y—0 est une asymptote à (6,) au voisinage (-w) 
2) lim(f(x)-2x)= lim (V1+x°? - x) 

; ] 

= [in ——— 

se 14 x + x 


d'où A:y=2x est une asymptote à (6) 


= 0 





au voisinage (+) 
EX 11 : 

3 

x 
JO = TS 
1)* lim f(x) = +c0 (de la forme _ 

3 

» F(x)- +, Res 
fer +9= GDS TE 


lim(f(x)-(x+2))= lim sd = lim 2-0 
X—+0 ++ x° 


x—+0 


A:y=x+2 est une asymptote à (6,) au voisinage (+) 





A) -CDene 
+0 147 Y —2x+1 
in ci 20 

LT x° RS « 


À est une asymptote à (£,) au voisinage (-) 
x? {x —3) 
(x-1) 


"f(x)= 


3 
EX 
lim f(x)= lim —= lim x =+#0 ef lim f(x) =—0 
LT +2 Xi ic 


CHI1TOME 1] 


À 


fo) = vx -x+1 
1) a)x?-x+1=0 
A=-3<0 
d'où x-x+1>0 ;, VxeR= D,=R 


l l l 3 
}x —x+l=(x 7) r (x 5) 


4 
pus a mes 3 
d'où f(x) = {tx 5) ‘a 
2) a) f(x) (x 5) Je 2) 7 (x 7) 


3 
he d'où lim J@)-(x-3)=0 
Dee — — 
\@ 3) 1270 3) 
> 


Dyx- est une asymptote à (£, ) au voisinage (+) 


Continuité et Limites 


7 


UD = - 
FE FE dre 
4 (x ) 
le 4 e Lu x 
(x, ) + a 2 


— 


: ] 
= TR, >=) pes +: A He 


] 
mi . > 0 


(£, }est au dessus de D 





* SENS lim (Vx° -x+1+x) 








sat -x+l)-x | RER 
“M E —x+l- ne xt lex —x+l- 
bi x +! 

= lim - 

xl. : 

El | 
= lim = - 
| 


F—+—-2 73 
l+,f- Le 
À À 


Dar est une asymptote à (£,) au voisinage (-w) 


pe] 


4) Lx) = —=——— 
2Vx°-x+1 





CH 1 TOME | 
Cf 
xl. 
Ne 
/ 
y=x-1 y=-x+1/2 
EX 13: 
1) (4,)=(63) 
(#,)=(6;) 
(4,)={6;) 


2) * (£,} admet une branche infinie parabolique 


de direction celle de (O, 1) 

* (£,) admet la droite A:y=x comme a 
symptote oblique 
* (£,) admet une branche infinie parabolique 


de direction celle de (0j) 

EX 14 : 

1)D, =[1,+c0| 

Lien (f(x) - 2x)= lim — 3x 1 = —0 
d'où : la droite AS est une direction 
asymptotique à (£,) au voisinage de + 


2) f(x) = = Jr+2 

D, =[-2,+0{/{0} 

+ lim Fir)= lim 2 Vx+2 = +00 
LS 


la droite d'équation x=0 est une asymptote à (6, ) 


Continuité et Limites 
F lim f(x) = —0 

‘he x+2 ne x +2 

m 2 = lim = = ]im — : 


L-v+x EL —t+7 x° T—++7 V7 CT 








me 
— =0 





Ca une a infinie de direction 


parabolique celle de (O.i} 


3} f(x) = x. 








,—1lU 

. Jim 109 lim E EN 
x+] 
. im 2 im E = | 
. lim (f(x) x) = lim x. LE 


x-1l 
= lim x. Fr = lim x. 
PE DE +1) 
ER 
= Lim CN —— = 
L-par x+] — 
TT 
x+l 


d'où A:y=x-1 est une asymptote oblique à (£: ) au 


voisinage (+) 


CHI TOME I! 


* Jim f(x) = lim — = —0 
CRE t—-x x+i 





s CRUEL. +: x—| 
° lim = lim [— =] 
LT + [—-x x +| 
—2 
. lim (f(x) x)= im XD = | 
x] 
——— +] 
x+1 


A:y=x-1 asymptote oblique à (£,) au voisinage (-x) 
EX 15: 


1) f(x)= x.sin(?) 
X 











pour x #0 Ro) = bin) 
x 
SE CE 
on sait Que : in) S1= [x! sin( Ds 
x 
=> |fG< x 


lim | x =0 d'où lim f(x) = 0 


2) f= 1x2. cos(-L) 
x 
pour x #0 


7 % ] _ 
-l£cos—) <1= -x" <x°.cos(—) < x° 
X x 


: I 
D 1x <1+x*.cos(—)<1+x° 
x 


D 1-x <f(x)<1+x 
lim(l x = lim(1 + x° Si 


d'où lim f(x) =1 
3) Hot 
x x 
* pour x>0 : cost > 1 
X 
l ] Î | 
 —+cos—-)2z-1+—-— f(x) Zz -1+— 
x x x x 
lim (142) = +50 d'où lim fx}=+00 
0" X +0" 
* pour x<0 ce) = fo < 141 
X X 
lim (142) = d'où lim f{x}=-0 
r 0 x 1-0 


conclusion : f n'admet pas de limite en 0 


Continuité et Limites 





EX 16: 
2+cosx 
TS 
_|<cosx <1=I1<2+cosx<3 
] <2+co8x 3 
. >{ à —— < — 
ENS = x x 


lim LE tim 320 d'où Jim f(x) = 


tot<£ Y ER Z 


pour dr ete 3c fin)! 
X X X X x 
lim ue lim 2 d'où lim f(x)=0 


xx Ÿ FT T 





]+cosx 


2) SORT 
xl 


-|<cosx<l=0<l+cosx< 2 


x #0 


SD 


fs 
2 
=0 d'ou lim 1 f(x) = 0 


. lim —— 
fr 
JE lim 2. 
rx fx 


=0 d'ou lim f(x) =0 


x.sin x 

3) f(x)= ou 
: A xl 

a) xt+x?+l 


ona: [sinx)<1— {x].{sin x] < [xl 


= \ro1s EE 


+x* +1 
x | : x 
« im = lim RE 
4x +] sax + x" +1 
RE : | 
= lim —= lim —=0 
Ut HZ L 
d'où lim f(x) =0 
—X 





sax +X +] x + +] 
= —] 
= lim — = lim —- =0 


NET D 1+-2 X° 


d'où lim f(x) =0 


CH 1 TOME I 
4) f{x)}=cosx-x 


—1<cosx<1=-x-1< f(x) <1-x 
ff) <1- x 
*set d'où lim f(x) =—x 


lim (1— x) = —c0 
f{(x)2-1-x 


*4{et d'où lim f(x) = + 


him (-1- x)=+x 





EX 17 : 
l+ cos x 
1) f(x) = —— x 21 
PTE 
sr < LH ROSS 2 car |cosx| <1 
Vx 
, _ ar x2l] 
\g(x)| = _. c 
re 
2x +12 2x = 
2x° +1 3e 





= |g(x) < > |g(x)| < + çar sin x<] 
X 


= + # 1 
*sinx <= 3sinx<3—=-x" +3sinx <—x +3 


= h(x) < x +3 


2) pour x2>l 
7 se 
#* f(x} <—— et lim —= 
| | Vx er 


d'où lim f(x} =0 





l 
* É us 
EE 
d'où lim g(x)=0 
#*pour x>1 .h(x)<-x'+3 


et lim(-x'+3}x d'où lim A(x) = -00 


EX 18 : 


2 —sin( 1, 
SEX)=—# ; xeR 
X 


1) a) pour x>0 


£ SC 
noisette 2-sinm—)2>1 
x x x 


2—sin( } 
A (car x>0) = f(x) > — 


X 


“ |— 


x 


Continuité et Limites 
b) f(x}2 À pour x>0 et Ets +00 
X 10 YX 
d'où lim fx) = +00 
1 #1} 
2) a) pour x<0 


| 2-sin( 1, 
2-sin( —) > 1 ——ÀX < (car x<0) 
x x 


à 
x 
| 
— f(x) < — 
x 
b) 0) < À pour x<0 et im (=) = 00 
X 0 X 
d'où lim f(x}=—x 
4 +0 


Ra: f n'admet pas de limite en O0 





EX 19 : 
2 
ft = x.sin x 
2x°.|sin x| 
1) a) |x. qe 


*pour x =0 le resultat est evident 


LD 
Us 





*pourx #0 1+x° 2x > 


l+ x x 
2x° {sin xl | 
TT < 2{sin x] = |x.Ax)| < 2 (car |sinx| < 1) 
1+ x° 
b) pour x # 0 


xx) <2 => If(x)| < Le 


px 

2 

te =0 d'où lim f(x) =0 
a+ | 

2) on pose X= x 


X — —0 


X — Ho 


x 
tee 2x)cosx _ ue ue 


Tv 1+(T-x} ÿ 
L 
2X.sin # 
= ms lim X)=0 
Jim f(X)= 


CH 1 TOME I 














EX 20 : 
1) -1<-cosx < 1 = 1 < 2-<cosx < 3 
Le 1 <| 
3 2-cosx 
2) "GS 
2-cosx 
pour x>Ü 21 po>ls 
2-cosx 3 3 
im à x = +00 d'où lim f(x) = + 
X+COSsx 
* RE =— 
2-COSX 
cosx>-]=x+cosx2x-Îl 
pour x>] 
X+cosx 2 x-l  ; sl 
2-cosx 3 


d'où g{x)2> à 0 ) 


lim — L(x-1)=+00 — lim 1 g(x}+o0 


1-40 4 
EX 21 : 
cos(3x — 1 
RE SES 
Mean rent pour x>0 
x x 


— … < f(x) < L 
x x 
ele d'où lim f(x) =0 
LetT 2 Y 1+T 
2) f(x) = 4x° -3cosx 
cos x <1— —-3cosx > -3 = 4x° - 3cos x > 4x° —3 


— f(x) > 4x° -3 


lim 4x -3=+0 d'où lim f(x) = +00 


LE +t 








3) Rs ou e pour fs 
1-2x l-2x 1-2x 2 
] 
= —— < < 
1-2x fGS 1-2x 
net d'où lim f(x) = 0 


a+x |-2x 


Connie et Limites CH 1 TOME ! 


4) f(x)=2+ He 


Ï 
à Jx 2): Lo | 
pour x>0 -|<sinvx <l= — L sin pour x € - 


fx) < 2 l ü D<x<r0<2r<1=0< /(£I 
sou X)<2+—= ; pour x> 
vx vx 


| so | ; cpourx e Di: 
lim 2-—- = lim 2+—-= 
EH+z Vx I—t+Tx x ] 
d'où lim f(x )=2 9 < X < I = — | < —2x < —2 
—H1>2-2x20—=0< f(x)<1 
EX22: le d'où O<fx)<1 ; Vxe[0.1] 
f est périodique de période 2 
fx +2)=Ax) re 
| (x-1)e]0,1]-0<f(x-D<1 
# six e|0 | = 0</f(x)<1 ; vxe]l2] 


par suite O<f{x)<1 ; Vxe[0,2] 

2 est une période de f — f{x+2k)}=f{x) ;k e Z 
f(x-1) sixe 1,2] d'où O<f(x)j<1 VxeR 

3) (6,) est la droite d'équation : y=2x 


4) a) h(x} x} EX) 


f)=<{2-2x si se bi] 


b)O<f{(x) <1= g{x) <h(x) < g{x}+1 
— 2x <h(x) <2x+] 
* h(x) > 2x : lim 2x =+00 d'où lim (x) = +00 


*h(x) <2x+1 ; lim 2x+1=-0 d'où lim A(x) = 





Continuité et Limites CH |] TOME 1 
EX 23 : 


| x+l 
I x) = 
) f(x) ea 

m3 
(x-2) 


fest continue et strictement décroissante sur L.+2{ 4 





: F]2+2| 


< 0 





J'X)= 


d'où A ]2.+[) = | lim f. lim f = tel Cf 
2) f(x) = x - 2x =} c0] 

; x-1 
LUX) = ——— 
x? 2x 


fest continue et strictement décroissante sur |-x 0] 


R].0))-[ RO).tim | -[0.+xf 


<0 Vel 


| 
3) f(x)=tg(rx) : 1 Ho 2) l'équation : fx}-0 admet une uniquz solution a 


_— 


3) fest continue sur [-2.- 1] 
f-2)xf-1}--27<0 = -2<a<-l (calculatrice) 


FO =rU+1g (xx) 0 


f est continue et strictement croissante sur ol 
EX 25 : 
D, =[-6,4]/{2} 


ie PARAILe 
d'où f{ Ho }= ln FT O0 


( car lim tg(z x) = —n) 


EX 24 : 
f(x) =-2x +2x-3 





2) ft [-6.20) =[1.+0[ 
f(2-4)=[L2.+| 


3) h(x}= — 
)}n( x) 


a) D, =[-6.4[/{2} car fne s'annule pas 


7 ] | 
b) les variations de f et f sont contraires Sur un 


intervalle 1 sur lesquelles elles sont définies 





TCE. lim ne lim— 2x° = —0 


x 11 x Nr 








lim 


(£, ) admet deux branches paraboliques de 





direction celle de (OJ ) 


Continuité et Limites 
h(—-6)= : 

6 
h(1)=1 


2 1 
lim A(x)= lim —— =0 


ie +2 f(x) 
h([--6.20) = J0.1] 


HOApR 57 
h(]2.4) = b ;| 
1 d. = 3 2 


c) limA(x) = 0 











h est prolongeable par continuité en 2 


EX 26 : 

FR= fr +3 

D, =]05] 

1) fest continue sur J0.5] comme étant 
somme de fonctions continues 

2) » Fest décroissante sur |0,1] 


+ fest croissante sur [1,5] 
3) - KJ0.1P={ OX lim /] =[0.+e| 
-[LSh=[/0) /(S1- Lo.25 À) 


4) Rite rbS 
X 


l'équation admet deux solutions 
b) @(x)= f(x)-1 (calculatrice) 


* @(0.3).p(0, 4) < 0 = 0,3 < x' < 0,4 
* 0(3.5).9(3,6) < 0 = 3,5 < x" < 3,6 


CH I TOME 1 


EX 27 : 
or 
x-—] 
D, =[0,+[/{1} 
1) xe]0.+x{[/{1} 


1 ] 
LU) = — + —— > 0 
2/x (x-1 
f est strictement croissante sur chacun des 
intervalles [O.1[ et ]L.+[ 
2) fest continue et strictement croissante sur [0.1] 
d'où R[o.1p=| 00). lim f| =[+ef 
xl 
« f est continue et strictement croissante sur |l.+cc| 


d'où A]L.+e{)= [lim lim /| =]+0.+5{2R 


3) a) dans 32] 


I 


x-| 


=0 





G-DE se re EE 
X — 
< f(x)=0 


« f est continue sur 132] 


3 3 
rx @=(fE-2x 2-0 <0 
d'où l'équation : f(x}=0 admet une solution a 
dans 3. ] 
£ 
comme f est strictement croissante alors à est unique 


par suite : l'équation : (x-1 x = ( admet a comme 


unique solution dans 13.2] 


b) f(1.7).f(1.8)<0 donc 1,7<a <1,8 
une valeur approchée de & à 10° prés est 1,7 


Continuité et Limites 


EX 28 : 
xe[-1,1] 


f)=vi-x 
CHE — x) VI - x? 





xO -1/2 


1) AG ET 





AQ=> LA x).f 00 


A(x) = g(x) 
2) a) A(x}=g{x) est maximale lorsque 


= — lorsque M=C (voir figure) 
b) I {A(x) LE [-1,1[) 


E{g(x); x ef[-1,1[} = g((-1,10 = [ouet-p)| 


fé 


c) soit a = l'aire du triangle OAB 


l 
a=— 
2 


A(x)= >= e g(x)=— 
la droite d'équation : È coupe (6, ) 
en deux points 


d'où léquation : g{ = admet deux solutions 


CH 1 TOME 1 
l'une de ces solutions est 0 


x=0 — M=B 
l'autre x, > M=M, (voir figure) 


° soit PUD= EU 


1 
g est continue sur E ;| 


1 33 1 
EEE en 
= —1< x, < —0,5 


p(—-0,9)xp(—-0,8)<0 — —0,9< x, <-0,8 


EX 29: 
a<b 

f[a.0) [ab] 
1) montrons que l'équation f{x)}=x 
admet une solution & dans [2.b] 
*f(x)=xe fn) -x=08 (x) =0 
( avec h(x}fx}-x) 

“h(a}-f(a}a>0 carfla)ela,b| 
h(b)= f(b)}-b<0O carf(b)e{a,b] 
* h est continue sur [a,b] h(a) et h(b) sont de 
signes contraires 
0 est compris entre h(a) et h(b) 
d'aprés le théorème des valeurs intermédiaires : 
il existe a e[a,b] tel que: h(aæ}-0 
h{a}0s Kfa)}a 

2) la droite A:y=x coupe (6,) en un point À 
de coordonnées (æ,«œ) 
(Rg : & n'est pas nécéssairement unique) 


Suites réelles CH 2 TOMEI 


QCM 


É 
1. U,= #2 , yeN' U >n 
n 


DU TE), tre 
n +1 


A+ 0 





3. Un = n.sin() LimU, =1 
n rit 


VRAI-FAUX 
1. FAUX contre exemple : U, =(-l} 


2. FAUX contre exemple : U, =-n et V, = 1 +7 U,+F. fe 


U,+V, converge vers 0 mais U, et V, ne sont pas convergentes 


3. FAUX contre exemple : U, —(-1}" — (U,}=1 
(U,} converge vers 1 mais U, ne converge pas 


4. FAUX voir définition 


5. FAUX contre exemple : U,={(-1)" 


U, converge vers 1 :; U:,+, converge vers -] mais U, n'est pas 
Convergente 


Suites réelles 





Leu Lin(+) _0 


+ E 5 


F—-xz 


= Lim 2+[< = 2 


> LimU, =2 


A—+x 


bises Lim 


4.12 1 
nl 











* A+ n n—+x 
= LimV. =2 
: 
à l l 
[U,-2<10" ee —<— 
5” 10 
5" >1d = n2>9 
pourn>n =9 |U,-2|<10° 
3. 
de —— 
n(2+,]4+— 
n 
[F -2[<10* pour n>n, =? 
EX 2 : 
er :n20 
2n+(-1)" 
nn — En : 4? = n 
| PO dal 
#24 
Lim a, inerte =Lim rai 
2n-] 2n 2 


n—| : n 


RE 
2n +1 2n 2 
Lim à, = Limam= à — Lim a, = 
EX 3 : 
JD". 
U, = (—5)"* 


Lim dn+] =Lim 


; (MEN) 


CH 2 TOME! 


UN" 27 221 


*U 


C.. = 
PTS, DAS 


L e]-LI[ = Lim(? =0 
5 5 


10 
> LimU,, =0 
17". (2n+1) 
: LR 


ru = CS 
Jen l 1 2n+] 
ET 


= Lim U 


2n+| 


| 
=0 car—el-i,l 
Le 
Lim U>, =Lim U,+, =0 d’où 





Lim U, =0 
EX4 : 
Un 
a Para 
2n+(-1) 
ÿ, 14 V2 
: An +] 
ne jé Ne 
Hd fans 
V2n 
= Jim 1 + = | 
TT Ve 
2n 
“= 2n +1 _ , V2n+l 
: än+2-] dn +1 
Li 
ion Us = +=] 
ni 
Vn 
On a 


LimU,. = LimU,.. =1= LimU, =1 
x n--+3 1 hit 


n—++72 





Suites réelles 
EX 5 : 
U nes Le el 
FR 2 : n 
5 n+1 
Hi V're 
En simplifions on aura : 
_n#+l 
de on 
im U, = + 
EX 6 : ne N° 


1) a) x,=0,33...3 


nfuis 
DEP par récurrence 
*pourn=| x1=0.3 =3(10") (vrai) 
* SUPPOSONS QUE : Xn=3[10+...+10"] 
* montrons que : 
Xxn1=3.[ 10° +...+10"+10 0] 


ru =0,33...3-0,33..3+0,00..03 


ta+L} fans afois nfuis 
ku =x, +310 23/10 +.+107" |+3.10"" 
. =3x|10" +..+10%] 
Conclusion : x, =3x[10" hs +10" |, VneN' 
LetICUr 
—10" 


somme de n De consécutifs d’une 
suite géométrique de raison 10°", d’où 


b) 10°+...+107" =107 ee ) 


10 +102 +..+10" = À CE 
9 10 


] 4 
ln 
Fe à "| 


D'où lim x, a , Car lim (Ly" = 0 
nHir 3 n +7 10 
2) a) y,=0,35 


CH 2 TOMEI 


0295333: 


nfois 35 


y, =3x[10 +10 +.+10 0 ]+ 
5x[ 107 +10*+..+107 | 


1-10) 
i=107 


10 
nl Ti | 


10? +104 +..+107" = of | 


107" +107 +..+10 7 = | 


1-10 * 


] 
Lt 
sl” | 


a 


y, = ES+ al | w Go 
35 

et Jim y, = si 

b)z1-0,35 ; 2z2=0,3355 

z,=0,33...355..55 


nfoix noix 


2,=x,+5x[10 104,410] 


1 1-(07) 
= 5 
FR ar 1-10" ] 


Z, =X, je au, 
9x10" 10 


lim z, = lim x, =- 


ris ne 


EX 7 : 
l)onpose VF =n ; neN 
(V.) est une suite arithmétique de 








raison r=] 

ÿx- ÿr, [ie an 
ar 2 

2) 


U, =1 
U. =U,+2n+3 
U,,=U,+2k+3 


2) 


Suites réelles 


= YU, = SU, +24+3) 
4 =0 k£=0 


YU, -YU, =Ÿ4+3) 
k=0 4=0 


£-0 
DU, -U, =25k+ 53 
4=0 &£=0 
HU, -1=n(n+1)+3(n+1) 
DU, +2n+2=(n+3X{n+l) 
DU, =(n+3Xn+1)-2{(n+1)=(n+1) 
lim U, = + 
EX 8 : 
1) U =(2y ;, neN° 
n 
RE el 2 ] 
24m << (—) <(—) 
ajn na a 0) C) 
1 
U 44 
— SC) 
b) O<U, (2 : VneN° 
im ()" = 0 d'où lim U, =0 


2) V=n” pe é pr) 
n 


pa 


d'où lim. =+0 
n—»2x 








EX 9 : 
3 
us CN 
1) u,= IT 4 
3" +4 CD +1 


lim ei =0 d'où limtU,=-l 
= | 
2) a)S =) — 


&-0 4 1 


CH 2 TOMEI 


a k 
ts si] 
3° +4 U,-1  2{4 








t —1 3 £ + 
d'où S, 7156 ÿil 
1 ] Er" 
ï 72 3 +(n +1) 
4 
S, = freaa- dy] 


S. = n+s-# y] 
n n 


lim S$ =- cçar lim Er = 0 


H+T 











EX 10 : 
n! 
dr , MEN) 
[ ñ 
1j) Wa OH} 3 _n+ 
W, 37 on! 3 
1S3S reset Was: ee 
RE W. 3 
PAL. 
W, 3 
Ps? 
W, 3 
W__4 
n ee 
W., 3 
multiplions membre à membre et simplifions 
W 
on aura : 2 > (y 
W, 3 


W > GY? xW, pour n >3 


im (AY x Htc car W, >0err>1 
d'où limW, =+0 


nH+x 


Suites réelles 
EX 11 : 
Ne 5: 





: NneN') 
1) a) À,(0,0) s A (1,2) ; A,(2,1) 


9 2 
À à 4,1) ; A. (5, — 





A,(7, — 
À,(6, D T2) 
à (n +1) 2. (n +1) 1 ! 1 
EE = —————— x UHR ES. 
; U, EE RE D 
l 21 I l 
se rs 
ee, 4 nn 9 
l LA 1 l Ï 1 7 
PR D EE 
er 3 2n? 18 n 2n° 18 
ss S 
2 n 2n 9 
—, Un 8 
U, 9 
j Les 
Us. 2 
U: 8 
£-? 
; <8 
9 


p-i 


multiplions membre à membre et simplifions on aura: 


U, By 
SG) 


8 
DU. <(-YT xU 
U, So Te 


Sr < NT orU 20 ;:VneN 


d'où 0<U, < o 


lim (= D) =0= limU, =0 


2) S,= YU, ; (n2>3) 
k=3 

d'aprés 1) b) on a : 

Us SU : k>3 


CH 2 TOME! 


DS, +U,, C2 ses, 
es, SU, US, SU, car U,. 20 
DS, SIU, 


b)S.-S,=U,. 20 


d'où (S,) est croissante et comme (S,,) 


est majorée par JU, _ alors (S, ) est convergente 


EX 12 : 
Pas 


2 Fa 
1) V, DT 


pour 1<k<n ona: Rae 


FT 
" ", ] 
=) > re > /n 
2) V,>Vn 


lim Vn = +20 
A++ 


= lim F, = +0 


A++ 


EX 13 : 


fx = 


sin x 





1) lim f(x) = 
* pour x>0 


x 


—] sinx I 
-I<snx<i=s—<———<— 
x x x 


-] smx 
D 


l 
x x. x 


: Vx>0 


lim 2 lim Lo 


Lt+tz x AE Y 
d'où lim f(x)=0 
] 
2) a)U, = fGr) 


En ) =0 et lim f(x) =1 


K4+7 


d'où fus = | 


Suites réelles 


b) V, = f(2") 
lim 2" = + | 
Fe = lim =0 
lim f(x)=0 Frs 
c) W, = f((-0,3)") 
lim (-0,3)" = 0 
lim f(x) =1 
EX 14 : 


1) ae 
| 


lim U,=0 car lim 3" =+0 


#—+- 2x T—++Tr 


7 Ut 
(0,8)+(0,2)" 


= lim W. =] 


R—H+T 


lim (0,2) =0 d'où lim, 2 


3) U, =cos(4n) -4” 
cos(4n) < 1 = cos(4n)—4" <1-4" 


= U, <1-4 
im(l-4")=-x d'où limU, =-« 


4) U, = y c0sr 


—| ccosn<1= C2 SU, «C2y 
2 


DRE IT et d'où lim! =0 
soie « 1] ‘ 
5) U,=sin—-)-— ; neN 
nn 
U =f « avec f(x}=sinx-x 
ñn 


«0 À | 
lim —=0 , fest continue en 0 


CÉELE: n 
d'où limU, = f(0)=0 


CN +SiNnn 
Tete À 


% 


6) U, n2l 


-l<sinn<l=n -1<n7+sinn<n +1 
| 1 1! 
nn SU, Ste 
n n nn" 
Un OS 
lim Es lim (=== Ji 
M-e-< n h AT n1 mn 


d'ou limU =0 


CH 2 TOMEI 


7) U 


Ln+C'Vn (ne N) 
3n +2 


2: V2 
C2n+V2n Jh 


2n 
En +2 Fe 2 
n 
a 2. 
lim Ü,,=— car lim V2. lim —=0 
+ n—+7 Vn n—+2 M 
2 + LIN + 5 
ds ” 2 A mn 
G+— 
n 
I 
limu,,. = 3 


d'où limU, = 
n—r+x 3 








fn 
8) U, = g(- 
g( 1 
lim — Étn Ee6T. 
n +2 2n-1 Fe 2 
n 
lim tgx = +0 
For 
d'où lhimU, = +00 
EX 15 : 
pe b2| 
2 
U,, = 2cos0 
neN 
ds = /2+U, 


1j U, = /2+U, = /2(1+ cos 6) 


U, = faces ? = 205 = Ses ee 2 0) 
2 2 2 2 
0 0 
* U,=/2+U0 = [201 + cos) ir 


Suites réelles 
3) par reccurence 
0 | 
* pour n=0 : U, = 2cosû = 2c08(. 5) (vrai) 


0 
* supposons que : U, = 2cos(-,) 


= 2c08—) 


* montrons que : U,, 


se. | 0 

Les = 2+UÙ, = ed "D. 
0 7 
2cos( L car eh 


3 

















= 2|cos(— F }| = 
| 0 
conclusion: U, = 2008) : VneN 
3) U 2c08(—., SE ) ( x} 2cosx) 


. 6 | 
lim 2 f est continue en 0 


— 


d'où lim U,=f0}-2 





EX 16 : 
pc EU EME RUE? 


n 
|) en général : x-1 < E(x) < x 
d'où kxz-1 < E(kz)<kx 


— Z ka-1) < Z Ex) < Dr 


+ x Ÿkn < Ÿ Elkr)< rÈ x 


&=1 k=! 


L - 2Ur+1) 
> 2 


(voir: ex7) 


nn +7 


Anne DE 


—n< > E(kz) < 


Sr Re Ip, RE, HA 
À 2 2 2 


ME 
U <—+— 


2 ?n 


2. 1 
D —+—-—sU. 
2 2n n 


CH 2 TOME]! 











7 1) ZT ZX 
ES  — 
Dim No 20 2h 
Tux A 
lim(—+—)=— 
Le 2n” : 
nus 2 n 2 
D'où limU,=— 
EX 17 : 
U, = 
2, “ +] 
DM=D += ss —) 
i-, À 
LEA 
To 2: 0H 
| 
hear) 
nr nez )  Dn 2 


2) pour :1<k<n 


ona:k'<n — Se <Yr 


k=! k=] 


ñ 
3 4 
= 4 <rxn=n 


k=1 


Suites réelles 


3) pour x e[0,+[ 

* on pose : f{x}=sinx-x 

f'(x}=cosx-1 < 0, fest décroissante sur [0,+c0[ 
x20— f{x)< f(0)}=sinx-x<0=sinx<r (1) 


3 
* on pose : gD=sinx-xt 
g'(x) = cosx-1 ++ 
(d'aprés (1) ) 
g'est croissante sur [0,+[ 
x20=g{x)>g'"(0) = g{(x)>0 
d'où g est croissante sur [0,+c| 


g'(x)=x-sinx2>0 


+ 
x 20 g(x) > g(0) = Sima-x+ >0 


x° 
= Sinx > x- 6 





(2) 
3 
(1)+(2) = x £ sinx € x : VxeR, 


4} U, =Ÿ sin( À) 
k=| n 
3 
d'aprés 3) : ni < ME < : 
6n n° n° 


n k n 
Ed D 
k=1 k=1 


> ee £U,<V, (1) 


M k=1 





k° 


L OK 
tas — 
6n° n 2 


* d'aprés 2) on a : > k'<n° Ses k° S-— 
| ] 

Na NE oU =. 02 

n 6n° 2; n 6n° ( ) 


k=1 





(1) + (2) = V.- R SU, SV 
En 
5) lim V 2 lim (V SE tte 
NÉS | 2 ? n—+x : 6n à 
d'où limU, = 
2 


21 


CH 2 TOMEI 


EX 18 : 
U =] 

1) démonstartion par reccurence: 

* pourn=l , U=1<3 (vrai) 

* supposons que : U, <3 

montrons que : U., <3 

U, S3=3.U, <9=/J3U <3=U,, <3 
conclusion : U <3 ;vneN 

_3U,-U° _U,G-U,) 
BU, Bu, 
on a : U,>0 et 3-U, z 0 d'où U..,-U, 20 

U SU, 

par suite : (U, } est croissante 

3) (U, ) est croissante et majorée par 3 

elle est donc convergente 

* soit £ : sa limite 

(U, ) est croissante = U, 2U, = U, >1 
ISU <3 = 1<L1<3 

*U,,, =AU, ) avec fx}-V3x 

f'est continue sur [1,3] d'où /= f(£) 
ÉPIOESENEE ET ENT ET 
<£=0 ou #3 ,0€[1,3] d'où {3 
conclusion : limU =3 


neN 


2) U,.,-U,= BU, U, 


EX 19 : 


U,=a ;aëe b | 
2 

U,,, =sin(U,) 

1) f{x}=sinx-x 

f'(x}=cosx-1 < 0 


Suites réelles CH 2 TOMEI 


f est continue et strictement 
décroissante sur ]J0,+x[ d'où 


f(10, +) = Jim Fe lim fl = |1, +0] 
2) 





2} fest décroissante sur [0, 2] 


22x202 FOIS S(0= (SO 


D ll 
LA dl 
— sinx-x<0=sinmx< x Re ZI 
3) * pour n=0 , U,=a € L 5 (vrai) | y=1 
L 
[] 


* supposons que : U, € 10.7 | 





l 
montrons que: e[0.7| 3) o= E 
x s 2/5 -1) 
0,— |—0<si < ‘aprés 2 (p)=1+—=—=14+ ——— 
u, el + sinU, <U, (d'aprés 2)) f(p 1 4 
5-1] 5 
d'oùO0<U... <U, LL, elo.+.| RNB TES 
2 ä 2 
4) sinU, SU, = U,., SU, 4) X, =2 
(U, ) est décroissante x = /(X,) 


5) * (U, ) est décroissante et minorée par 0, 3 
, j a) x, = f(x) = fO)=S 


elle est donc convergente 


+ soit = du 
soit £=lim U, X, RCE 
U. el? = lo] e fs 
2 2 ed 
X,=— 3X,=— 
= 5 8 
la fonction sin est continue sur Lo z. d'où /=sin# b) par reccurence 
— {0 (d'aprés 1)) *U,—-2eQ. (vrai) 
EX 20 : * supposons que x, EQ, , 
l montrons que x. € Q. 
=]+— 
ÉRE 


«1 XX, nie E0: 
1} f(x} — <0 X, 
X 





Suites réelles CH 2 TOME! 
c) * montrons que :x, € ri ‘VneN d) PRE" 
3 IX; —p< %e — P 
* pour n=0 : x, 2e 32 FACE 
x pis {le 9 
._ 9 


* supposons que : x, € 32] 


3 
montrons que : X,,, € 32 à 
PS ep 


: F : £<x S2 
3" + 2 oh multiplions membre à membre et simplifions on a : 


4, 
— R2) < Rx) < NE) ( car f est décroissante ) x, =p <() 2-p 





























se à À 4 
DIX. si = sx < 2 une + nu FRISS ne 
EX 21 : 
conclusion: x, €| 3,2 ‘VneN 2, | n 
2 U,=)— ;neN 
AR 
2, | 
1) a) U = —=| 
i kde r@ieh+ Lui ous 
| 2, ! Frs 
= U, = —|+—=— 
= EL = k, ?| ù 2 7° 4 
ie El". 1 5 1 49 
4 AP as 
comparons € 3 
; b -U ets 
) nr n 1° 
ee PR 22 d'où (U, } est croissante 
2 x, 3 Ex, 3 2) a)k>2 
SEL LAON LATE tn 1 dd 
P.x, 3 px, 9 PX, 9! k-1 k Kk° k(k-1) k? k?(k&-1) 
À ] l 1] 
d'où |x,., —@l<—Ix — d'où —<—-— 
| nl o| 9 a ol k? k-1 k 
b) n>2 
k>2,ona 
JUIL 
kK° k-1 Kk 


Suites réelles 


RÉ 2: 


Sel ste 
n n 


c) (U, ) est croissante et majorée par 2 
elle est donc convergente 
soit {= lim U, 
(U, }est croissante = U, > U, . pour n > 3 
49 ] 


—m —<U <2-— 
36 n 


lim ol d'où Pope) 
n 36 


CH 2 TOME] 


| 6] 
= —— 


1 Se 
3 8 27 54 





_Ix3x5x..x(2n—1) 











LÉLES 1) U, ” 
3) p23 2x4x6x..x(2n) 
U 
V= Hute >1 a) ——- mb. <1 car 2n+1 < 2n+2 
A ee U, 2{n+l) 
k=I ; 
a) V,.,-V,= | >0 d'où (V }est croissante (U, } est à termes positifs et SI SU,;=U, 





° (n#1} 


b) pourkz1 ona: 
sis LE o 
RS 





] 2, | 
2 5<2r m*, SU 


k=1 
c)V, <U, et U, <2 dou V, <2 

(V. }est croissante et majorée par 2 

elle est donc convergente 

soit /” : sa limite 

Visé. = <2 


n 


d'où (U, } est décroissante 

b) il est clair que : U, 20 :VneN 
(U. } est décroissante et minorée par C. 
elle est donc convergente U >0 120 
2x4x6x...x(2n) 








2) V,= 
3x5x..x(2n+1l) 
a) Vi __2{(n+1) €] 
V  _2nt3 


V>0 ;VneN d'où V.,<V, 
(V, } est décroissante 

c) (V, } décroissante et minorée par 0 , 
elle est donc convergente V 20—/'">0 


3) W,=U,+, 
a)(W,.) converge vers f x {" 
] 

2n+1 

C} Jim W=1 xi" 








lim W = lim 0 
ns: n—+- 1 n+] 
d'où {xl 
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Suites réelles CH 2 TOME] 


4) a) démonstration par reccurence: 





* pour n=| : U=> et ve ; U,<V, (vrai) 
* supposons que U <V 
montrons que : U.,,<V., 
d'aprés l)a) et 2)a),ona: 4 
_ 2nt! 
mil AE 
2(n+1) Ie Pi US S 
2(n+1) u1/Uo 
A 74 
2n+3 
3 
2) Ne 4 .neN 
2n+1_2(n+1) | | U,.,, = f{U,) 
2{(n+1) 2n+3 2(n+lX{2n+3) en. 
2n+1 à 2(n+1) 2n+] U _2(n+1) y , RSS 
2(n+1) 2n+3 2(n+1) " 2n+3 ” b}U,=AU,}f0) n'existe pas 
LU SV: d'où (U, } n'est pas définie 
conclusion: U.<V. ;VneN 3 U, =3 
b) O<U <F =0<£f<f or£xl—0 U,.,, = f(U,) 
= OS SIXE HOSÉ <O0 — {0 a)U=AU,}3 ; U,=53 ; U,=3 


c) de la meme maniére que 4) a) b) «pour n-0 on a U,=3 


d)2U,., >, =21>4">0 


OS" <2H SH O0<E <0F'=0 


° supposons que U, =3 
montrons que : U,,,=3 


U...={U, }-13}3 


EX 23 : 

x € |0,+0| d'où :U.=3 ; VneN 
, f4 4) Le = $ 
f' 3 >0 Û,. = f{U,) 

(x}= 2 s) Ut} 1% 


17 _53 
U,# = 
CF 





U1 
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Suites réelles 
b) montrons que :U, 23 : VneN° 
+U,= = >3 (vrai} 
* supposons que : U, 23 
montrons que U,., 23 
U >3= fU,)2f(3)} (car f est croissante) 


+ U,,23 


conclusion : U 23 : VneN 








AU, -3 ,, _-U,+4U, -3 
On 
_{U, DU, —3) 
= UE are 
U.-U,<0 car U,2>3 

d'où (U, } est décroissante. 


c}(U, ) est décroissante et minorée par 3 
donc elle est convergente 
soit a= lim U, 
U, 23 = a23 
f est continue sur [3.+0| 
d'où aK a) 
aa) a 4a3s a Aa+30 ss a=l où a=3 
ora23 — a=3 


d)U,-3<10* (pour n2>°?) 


CH 2 TOME! 





#* Veau >0 =V SU, 
Vi V= += : >0 
nti n nnti) 
2 A <Q 
mt] n n(inti) 

on à : (V. ) est croissante 
{U }est décroissante 
*_limÇU,-V, 





n+i n 


— 


d'où (U, } et (V, ) sont adjacentes 





U _n+2 
Rp 
2) 7 (n >4) 
2n + 3 
PE 
" 2n+5 
RTE 8n+13 
7 9 (n-1)(2n+5) 
d'où V <U, 


° (V }est croissante 
(U, } est décroissante 
- Jim (U -V 0 
d'où (U, } et (V, } sont adjacentes 


Suites réelles 


U =sint!) 
3) : :n22 
V =cos( — }-I 
n 


pour n 22, ona: Leba 
n 2 


sl hp) = Sin 1>0 = U 20 
n 2 n 


| 
*cos —<1 = V, <0 
n 


d'où V <U, 
I ] ] ] 

*“—_<— =sn——<sin— = U,., <U 
n+i n n+]l n 


(U, ) est croissante 


d'où (U,.) et (V, ) ne sont pas adjacentes 
fn 1 | 

= 
F2 
3 


V, =2+= 
n 


1-{ A | 
U =" 4 =) ] Lynel =). 745 
à 114 | EG) 


1- L 
È 
*ona:U, <V, (1) 
" Une 20 
(U, ) est croissante 


4) (n2>2) 


(2) 





(V, ) est décroisante 

* lim (V,-U,,)= lim yes (3) 
ns n+s N 2 

conclusion : (U, ) et (V, ) sont adjacentes 

5)*U, 20 et V <0O d'où V, SU, 


U...-U,=(Vn+2-Vn+1)-(Vn+1-Vn) 
GE Mas es 
Vn+2+V/n+1 Vn+l + Un : 


d'où (U, ) est décroissante 
V =-U, — (V,) est croissante 


* JimU, -V,= lim2U, = im —— 


° Ein" 


conclusion : (U, ) et (V, ) sont adjacentes 





CH 2 TOMEI 





V,=lI 
VE U,+3F, 
4 


1) * pour n=0 ,on a : U, 2 V, 
* supposons que : U, 2 V, 
montrons que U,., 2 V.., 





U .,-V = 20 d'où U,..2V,. 


n+] n-| 


conclusion : U,2V, : VneN 





2) FU = Vo = <0 — (U,) est décroissante 


5 LR 





_. F >0 —{(V,)est croissante 


* on pose : W,=U, -V, 


Was W, (d'aprés 1)) 


(W, ) est gémometrique de raison à 
d'où lim W,=0 
conclusion : * V, <U, 
* (V,) croissante et (U,) décroissante 
* Jim (U,.-V,)=0 
d'où (U, ) et (V,) sont adjacentes ! 
par suite (U, ) et (V, ) convergent vers la meme imite] 
3)t,=3U,+8V, | 
a)t,..=3U,.,+8V,,, =(U,+2V,)+2(U, +3V,) 
=3U +8V, =, 
d'où (t,,) est constante 
b)t,=3U,+8V,=44 d'où 3U,+8V, —44 
—PE ME + 3o+8a-44 — a=4 








EX 26: 
a>0 
b=—T— ;neN 
(1+a) 
1) (1+a)° =Ÿ C'a' 


k&:0 


= (1+a) > Cia =(1+a) z E 
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Suites réelles 
2) pour n > 2 
Ne 5 Dern 
q-a) n(n-la  (+a) (n-lja 
2 
£b_< ; 
= 0<D, Dr 





lim : -=0 d'où limb, =0 
a (#—l)a h—+x 

3) (x, } suite géometrique de premier terme x, 
de raison qe |-L,I[ 

l'cas: q=0 ou x, =0 

x,1=0 :VneN° = n/x,|=0 

= limnlx,|=0 


cas: g#0 et x, #0 


=|x|4al 
1-|q| l 


q 
soit a=—>0 = q= — 
\al 1+a 





x, 





Pol, 
(1+a) 
mb, =0 d'où: limn 


es T 


par suite : lim(n.x,) =0 














d'où |x,|= x,|={x12, 


= 0 








X, 


4) la suite x, ot est géometrique 


| l 
de raison gel 
d'où lim(n.x,)=0 
= lim = 0 
A+23 2 


he 
*y ("2 
s 6) 


(x, ) est géometrique de raison a = e]-LI[ 
d'où lim(n.x,)=0 
— lim n* = 0 


—1 —] 


D ar 


° (n+1y = = n.( 


B 


Jim ee = 0 


V2 


CH 2 TOME 


1: 
=D) 


(x, ) est géometrique de raison q= F e-L 


—] 
d'où lim(nx,)=0 = lim or = 0 
mx A—++7 2 


—] 
par suite : Um 
A—+r 7 





1) soit W =x" ,neN 
(W. ) est géometrique de raison x de premier terme W, = 1 


.:% 1x" 2 1-x"" 
d'où SW, =W, 7e => x= = 
k=1 k-1 








2) on pose f(x) = D x 
k=1 


n+l 


1- x 





g,(x)= 
l— x 
028,012 fx) = 8," 


fx)=1+x+x +x +..+x" 


LG) =]+2v+43x +..+nx" 
1,0) = D kx"" 
k=1 


{n+l)x"(-x)+(1- x) 


8.(x)= (1x? 
ans ax" (n+lx" +1 
En (1x) 


d'où le résultat 
+! 
3)a)U, = 424)" 
> à 
5 
— g& |-].1 
Le] 


le résultat du 2) est vrai pour x #0 etx 1 


Suites réelles 


U 
n 5 
1—— - 
11 du Sn +1) | 3,« 
He EU ji Far | 


95112, 1,3. 
D = 3G) [2 +6) 


Jim =0 car ce} 


lim (2) = 40 car 2>1 

nr 3 3 

d'où limU, =+0 

la 

b) V. 22 Cr) 

d'ou : 

n+ 1)" (nm +20) #1 

V =2. 2 V2 


n 


) 
(1+ 


y 
V2 


perse 


MAT" 


d'ou : lim F = = 
MoheL ir 
V2 
EX 28 : 
O<a<b 
U, =a+b 
É _y+b- n>l 
ñn+] U. 
ab ab 
1) U,=a+b-—-(a+b)-— 
) U; U a 


_(a+b) -ab_ a°+b?+ab 
Re a +b 

_(b-aXa +b?+ab) b'-a° 
7 (b+aXb-a)  b-4 


U, 





CH 2 TOME] 


2) °U,=a+b 
0+2 _  _0+2 Là 2 
DR ANA, 
pb -a b-a (b-a) 
| pr" 
° Supposons que : U,., pig 
D" 


montrons que : U.., = D? a"? 


ab ab 
@+b)— Er TT 
ab(b""-a"*) 

b"*? gg" 





U,., =(a+b)- 


n+! 


= (a +b}- 


à = ab"? — g" +p"" -hg"* — ab"? + ba"? 
Mt b"*? +2 
— 


=. b"*? a" 
1 b"*? _ a"? 


b"*? > a" 


rt VneN' 
_ q 


conclusion : U,,, = 
3) pour neN° 


4 n 
à ; b"*! mt ‘ HET. 
# b"-a" FA = 
= 
() 


SEM doi lim(ey =0 


= limU, =b 


n—+x 


EX _29: 

a, donné 
o = a; +4, 
l)a,,-a, =a; 20 
d'où (a) est croissante 
2}si € lim a, 
a,.,=a+a mt=-t+4 
=  =0—/-0 


Suites réelles CH 2 TOME] 


3) lorsque a, > 0 


(a, } est croissante = a, > a, 6) a)a, =0 
supposons que (a,) converge vers un réel f a,=0 ; VneN 

on aura :f>a, — {70 d'où lim a, =0 
(contradiction avec le résultat du 2) ) b)a, =-I 

d'où (a. ) est divergente a, =0 pourtoutn>l 
4ja, =a; +a =a,(a, +1) lim 4, =) 

a, <-l=4a,+l<0=a,(a, +1)>0 

= EX 30 : 

(a, ) est croissante U, =0, 

4,24 pourn2l oi 
supposons que (a, ) converge vers f Dore 
onaura:/>a, — f>0 f'x)=16.[1-2x] 


(contradiction avec le résultat du 2) ) 
d'où (a, ) est divergente 

5) 

-]<a, <0 





a) démonstration par reccurence : 
* -I<a, <0 (vrai) ; 
* supposons que : -I<a, <0 2) * pour n=0, on a : 0,1 SU, =0,1< : 


montrons que : -1<a,,, < 0 Mn Et ST ‘ 


n 2 3 
* — Ve — s 4 # 
4, =4,+4,+1=(a, +1) -a, >0car a, <0 montrons que :01£<U,., <= 


8 


*a,,, =a,(a, +1)<0 car -1<a, <0 


d'où a, >-1 ; 3 
par suite : -1<a,., <0 0,1<U, s=> fODS JUS CO) 
conclusion : -l<a,,, <0 VnenN 


à 
b) (a, ) est croissante et majorée par 0, { car fest croissante Sur 10. ): : 


elle est donc convergente 3 

a — 0I44<U, <— 

soit {= lim 4, re 
—l<a, <0 = -1<f/<0 = QIi<U > 
1 Q 


a, = f(a,) avec f(x}=x° +x 

f est continue sur [-1,0] d'où #-f(f) conclusion : 0,1<U, < 
[Rt)e Cl +i=re ft =0 

(Rg : ou bien directement (a, ) 


.VneN 


© | Lo 


converge vers ( d'aprés 2)) 
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Suites réelles 


3) U,..-U, =U, [1.6-1.6U, —-1]=U,.[0.6-1.6U, ] 
fév, ]- Bu, (3-0, | 
0 s "Is 


U,.,-U, >0 car01<U, < 


00 | Lo 


d'où (U, ) est croissante 
ss 3 
(U, ) est croissante et majorée par : 


elle est donc ee su 








4) a) 1642, Xe —U haut +U° | 
64 
sx 6XU, -U° = e-( 6W,(1-U,) 
= EU, 
b)V, =2-U, 
8 
*V 20 car U, < 
* d'après 4) a): V,., = 162 -U, D, 
V.. 5 
al = (1, 6X--U 
2 ENS) 
21 
U >01=-U, <== LU <— 
10 40 
(LL GXÈ-U,)< Ex TE = ua 
10 40 VV. 100 
= Pa < 084 
F, 
3 3 1! 
c)'V==--U,==-— 
Ce de ET 
CI 
° 40 
O<V,<(0,84)  =1 (vrai) 
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CH 2 TOMEI 


* supposons que : 0<V. <(0,84) 
montrons que : 0 < V,., < (0,84) 
°V ,20 d'aprés 4)b) 


n+i — 
Va: <0,84 = V 


= S(0,84)F, 





= V.., <(0,84).(0,84)" 

d'où 0<V...<(0,84)"" 

conclusion : 0< V, <(0,84)" 
d)0<V, <(0.84)" 

lim (0,84)° =0 car 0.84 € }-LiI[ 

lim V,—0 


Ce 


d'où 
U= TV, 
8 


= lim = 
8 


c)ona:0<È-U, <(0,84) ;VneN 
(0,84)" <10° = (calculatrice) n, > 67 
EX 31 : 
a>0 
] 
FX) ==> : + F 


1 x°-a 


APS) = 3. 





à 


Ne 


Le 





Suites réelles CH 2 TOMEI 


fu, = EQa)+1 c) 
2) | | 
Un. = 10) * pour n=0 0<U, - Va <(-)"(U, - Va) (vrai 
a) montrons par reccurence que : 
* pour n=0 , U, = E(Va)+1> Va 
montrons que : U,., > Va 
U, > Va = f(U,)> (Va) 


(car f est strictement croissante sur [ Va :#e0|) 


* supposons que : O<U, _ Ja < YU, - Ja) 


. U..-Va>0 d'aprés 2) a) 
Ua <5(U, Va) etU, Va < (YU, - Va) 


liés) 
+ U,.,.-Va <(-)".(U, -Va) 
LL: > Va | 2 ; 
Los 
conclusion : U, > Va : VneN d'ou O<UÙ., EX < G) L(U, — Ja) 


I a 
#*U.,.-U, ==(U,+—)-U 
mi ñn 3 ñ y? n 


[8-0 Diet dée Xe conclusion :0<U, - Va < (1) AU, - Va) 
Un -U, <0 car U, > Va d) lim(2)".(U, - Va) =0 

| Ut nr 9 
d'où (U, ) est décroissante 


‘où lim(U, -Va)= 
DU, <U,<U, (2) d'où Jim (U, — Va) =0 


(1)+(2) = Va <U,. <U, SU, = limU, = Va 
* (U,,) décroissante et minorée par Va EX 32 : 
0<b<a 


elle est donc convergente 


atb ; |, : ,2 
b)U,., - a= (0, +%-2Va) 1) LA ere ane +b° +2ab) 





_ 1 (US -2NaU, +a) _(U, -Vaÿ ee = ab | 
2 U. 2U. CE -(Vab} == (a? +b° - 2ab) 
LU, -Va 1, Va ; à 
Ls n_va 2 q l : 
a YU, -Va)= 0 DU, da) = {ab} 20 
_: a+b 2 2 
LU, ae 10,1 1 1 > (Vab) 
| a+b 
] ar suite Vab < — 
= tu, -Vax co d'après 2) a) 2 
n b) (a-b)° -(a° -b°)= a" +b° -2ab-a° +b° 
d'où U.. a<, TRE = 2h -2ab=2b(b-a)<O (car O<b<a) 
d'où (a-b) < a° -b° 
4, —d b,=b 
2) a +b , 
a = — : b, = Va, b, 





nl 2 
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Suites réelles 


a) * pour n=0 
b,=b<a,=a 
* supposons que : b, £a, 
montrons que : b,., <a... 
b., <a, d'aprés 1)a) 
conclusion :b, <a, : VneN 

b)j‘a, —a, = a, +, —4,= b, a, <0 

2 2 

d'où (a, } est décroissante 


É D, — b, = Va,b, =b = b, [ Va, -Vf, | 
b..-b >0 car Ja, > Jb, 


d'où (b, } est croissante 
3) a) d'après 1)b): (a, —b,.,) <a” bp 








n+| 


— (a. —b,. ÿ £ rer ü ab, 
= (a,., —b,,, Y < Fe - ab, 
— (a. D à Ÿ < Le 


” pb ? 
— (a, Bad RE ) 


CH 2 TOMEÏ 


b) * pour n=0 


a—b 
2? 





a, —b,=a-b=< (vrai) 
a-b 
pr La 


a-—-b 
montrons que : 4,,, - D, < Gt 





* supposons que : a, —b, < 


ona:a,., -b , < a, —b, ora, —-b,< — 








YO N 





d'où a, -b..,< a 


conclusion : a, —b, < — vneN 


4) *b, <a, ; VneN 
* (b, ) est croissante et (a, ) décroissante 


* O<a, -b, < {a -b) 


dim (Y {a-b)=0 d'où Jim (a, —b )=0 
d'où (a, ) et (b,) sont adjacentes 

par suite, elles convergent vers la meme limite «œ 
5) (a, ) est décroissante 

Da, <a, a <a ;VneN 

ona:b, <a, d'oub, <a 

(b, ) est croissante et majorée par a 

et (b, ) converge vers a ; 

alors b, <a ;VneN 

de meme :a 2a ;VneN 


d'où b <a<a, ;vneN 





a —b, on = 0<a, as 
pour a=2 et b=1 


O<a -a sh 
2” 


= <10" 2" >10" 


on a : 2° >10" € (calculatrice) 


doùæ=a,, (à calculer) 


Dérivabilité 


QCM : 
1. fx)=sin(rx?)= P(x)=27x.cos(1x°) 
2. a/ f(-2)<f(-1) 


b/ y= x 
. f[1,+00[=[-1,+00[ 
. X=2 


S. (Gr) admet deux tangentes 
horizontales 


EE 


VRAI — FAUX : 

[. (VRAD) f est continue sur [-1,2] et 
dérivable sur ]-1,2[ alors d’après le 
théorème des accroissement fini il existe 
au moins un réel c €]-1,2[ tel que f(2) -— 
f-1)=f “(c)2-(-1))e F(cy-- 1 

2. (FAUX) 

Contre exemple : fx)= Vx et g(x)=x 
h(x}= (fg)(x}= xx hest dérivable en 0 
mais f n’est pas dérivable à droite en 0 

3. (VRAD 
f(x) = 3x? -6x +2 A°=3>0 alors 
l'équation f"(x}=0 admet deux solutions 
distinctes ( Rq :on pourra utiliser le th 
acc fini) 

4, (vrai) f est dérivable sur [2,5] et 
f'<2vtef25] alors d’après le th des 
inégalités des Accroissement finis : 


\f(5)-f2I<2x(5-2) = 
If(5)- CIS 6 


Chapitre 3 Tome I 


EX 1: 
1. f(x)=(x-1)2.(x-3) 

f(x) = 2.(x-D).(x-3)+(x-1)° 

f‘(2}=-1 et f(2) = - 
T:y=-1.(x-2)+(-1) 
T : y=- ue 
ns _4x*+16x° 

2. fx) = cn f(x} or 


f(-1) = ÉD —-]2 
T:y=-12(x+1)r2 
T:y=-12x-10 
ns - x2Vr-3) = 
Nm fx) =2x-3+ x =3Vx -3 
f(4) 4 et f (4) =3 
Ti y=Xx— ô 
4. f(x) = cos (x) +sin(x) 
f “(x}= -3sin(x)cos’(x)+cos(x) 














S'É ne : a 1-38 
T: (+5 le x-7)+ _ 
EX 2: Soit x) = > F2 


f est dérivable en le f(1}=-2 
f(1)+P(1).h est une approximation de 
f(1+h) Donc 
dei I 
1-2h est tion de ———— 
est une approximation rar 
*1-2.(2.10 °}-0,0000000006 est une 
approximation de 
] ] 
(1,0000000002)  (1+2.107") 
* même travail pour h=-2.10"° donne 
1,0000000004 est une approximation de 
] 


0,9999999996 
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Dérivabilité 


EX 3 : 


. FX) 3x" +3x-10 fest une 





fonction polynôme ; elle est donc 

dérivable sur IR et FE 30x°-10x/+3 
2. f{x)}=(1-x-3x° )x2+2x)" Fest une fonction 

polynôme ; elle est donc dérivable sur IR 

et 

(x) (-1-9x2)(x2+2x) + 

3(2x+2)x2+2x)(1-x-3x°) 
(à simplifier ...) 


3. y Comme étant fonction 
— À 


rationnel f est dérivable sur D; =IR\{1 ? et 


en particulier sur ]1,+co[ 
f (y ZA)" | 2x 
(x) (x) 





4. fx} Eee Comme étant fonction 
x 


rationnel f est dérivable sur D+=IR° et en 


particulier sur [1,+oo[ 
f(x) = l-<-<- x — 
X X 

5. les — x cos(3r)er xt sin(2x) 
sont dérivables sur IR d’où fest 
dérivable sur IR et 
f‘(x}= -3sin(3x})-2cos(2x) 

6. fx)= La 

1—cos x 
fonction x+>1-cos x est dérivable et ne 
s'annule pas sur ]0,7[ donc fest 
dérivable sur ]0, 7 [ comme étant le 
quotient de deux fonctions dérivables 
f'{x)= —" 
Îl-cos x 

7. f{x}= (1+sin(2x)Ÿ  fest dérivable sur IR 
comme étant la puissance d’une fonction 
dérivable 
f‘(x}= 6 cos (2x).[1+sin (2x)|? 





Chapitre 3 Tome I 


8. f(x}=tan’( x) 
la fonction u: x 2 est dérivable sur 
[0,1C et u([0,1[)= [0,©[ et comme la 


fonction tangente est dérivable sur [0,7 


— 


Alors f est dérivable sur [0,1[ comme 
étant la composé de deux fonctions 
dérivables et 


F“{x)=2.te( + S (+ tan’( 3 ))] 


= 18(5x).[1+ tan*( = x )] 


> RE 


la fonction x — est dérivable et 
X + 





strictement positive sur ]1,+00[ donc f est 


dérivable sur ]1,+00[ comme étant la 
composé de fonctions dérivables et 


Tr (x+ PEUR 
[0. x+ Vx -2 est dérivable sur R. 

x Vx +2 est dérivable et ne s’annule | 
pas sur R° donc fest dérivable sur JR 
comme étant le quotient de deux fonctions 


dérivables ; 
(Vx —2) 


(x +2)- Æ 
(Vx +2ÿ 


ne = =. 
(x) Fee) 


f' = E 


Dérivabilité 


EX 4 : 

1. f(x) x°-2x° +4 
F(= 5x° -6x2 
F’(x)=20x° -12x 
f(x) =60x2-12 
#9(x) = 120 x 
f(x)=120 
f"/(x)=0 pour n>5 

2. f(x) = cos x 
f ‘(x}=-sin x 
f(x) = - cos x 
f(x) = sin x 


Lx} (-D).cos x 

0x) = (1)! sin x 

( on peut faire une démonstration par 
récurrencé) 


3. f{x}= sin (2x) 


#2 (x)= (-1)".2* .sin (2x) 
20 (x}= (1.2! cos (2x) 


EX 5 : f(x) = a.x° +b.x2+c.x + d 
f(x) = 3a .x? +2b.x +c 

f(x) = 6a.x +2b 

f”"(x) =6a 


ADP (DEP (DIS 


nl 

a+b+c+d=l 6 
too. APE 
6a+2b=l e=+ 
6a =] ! 
d =— 

3 

be 
D'où UC NU 
eos 0 
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EX 6 
1 
PIS = gtx) = — 
l x-1l x+] 
| {31 == —6 (3) = 
AGE Ne 
1, 1] l 
2. a/ h(x}= = = -(— + — 
re Sul a 
41. 
Se) 


3} s-2 Ï (3) { 
h = [4 + F0] 


b/ ] I 
= —3 DT ans 
E (x +1) | 


EX 7: f(27-0 ; f(2)-3 
1. Soith(x}= A V2+x) hest dérivable 


sur ]-2,+00[ comme étant composée de 
fonctions dérivables et 


| | 
h'(x}= f'2+: 
oem 


fC2+2) _,,, A) 

x-—2 11 x—2 
ee h(x) — A(2) 

1-2 X— 








Lim 


x—21 


car h(2) = 0 
| D 3 

= h (2) =— f'(2)=— 
(2) a! ) 2 


2. Soit les fonctions U(G-2sin( =) et 


t(x)=U(x)) test dérivable sur IR 
comme étant composée de fonctions 
dérivables et 


L'OOEU' GDF (UGC) cos. f (VU) 
fesin(" ) 


—1(2 
LIN ——— = Lim 


12 T— T1—) TY— 


=1(2) 


x x 
=—,c0s — .f'(2)=0 
2 2 f 


Dérivabilité 


3. Soit la fonction g{x}= sin(f{x)) 
g est dérivable sur IR comme étant 
composée de fonctions dérivables 
et g'(x}= f(x).cos (f{x)) 
Lim MAO) _ 8e LEO) g(2)=0 
Ut O2 14  x-2 

= 8(2)= f(2).cos(/(2)) 

= 3,cos(0) = 3 


4. Soit la fonction k(x)=f{(x2+x+2) 
k est dérivable sur IR comme 
étant composée de fonctions 
dérivables et 
k'(x}=(2x+1).F(x2+x+2) 
ES SX +x+2) Lo k(x) - ao 
10 10 x — 


(0 = fe 3 


car k(0) = 0 


X 


EX 8 : 


1. Rx)= x + x ; 12]0,+0[ 


la fonction x x+Vx est 
dérivable et strictement positive 
sur ] d’où fest dérivable sur : 


+) 

2 x+Vx 
/ 1+2Vx 

dx + x 


. La fonction : x# sin x est 
dérivable et strictement positive 


+» 


F(x)= 


ÈS 


sur JO, 5) d'où fest dérivable sur 
COS x 
L sin x 


$ T .S 
. La fonction : x — est dérivable 
X 





10,7] et FX} 


sur [1,+[ et comme la fonction 
sinus est dérivable sur IR Alors f 


est dérivable sur [1,+0o[ 


et f(x)= co =) 
x x 
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4. f(x}= tg(sin(x)) 
La fonction sinus est dérivable sur IR et 
VrelR; sin(x)e[-1,1] ;: comme la fonction 


tangente est dérivable sur [-1,1] 
Alors f est dérivable sur IR et 
f(x)=cos(x).[1+tg/(sin(x)})] 
EX 9: f( x}=1+x+x2+x)+xt 
1. F(x)=1+2x+3x2+4x° 


F'(x}= 2+6x+12x? men nl 


d'où f est croissante sur [0 s] Alors 


délire 


D 1S f'{x)s<1,234 
= 0S< /f'{x)<1,234 


2. Soit x El, , f'est dérivable sur 


[0,x] et 0< f'{r) 1,234 vre[0,x] 
Alors d’après th.Ineg.Acc.fini 
O< f(x)- f(0)S1,234.(x -0) 
> 1< f(x) S1+1,234.x 
LS /(0,000000001 1) < 1+1,234.11.10""° 
1< f(0,000000001 1) < 1+13,57.107!° 
= 1 < (0,000000001 1) < 1,000000001 


EX 10 : Wy=—— : 4=[0,] 


1. la fonction : x —>1+x 
est dérivable et strictement positive sur 
[0,1] d’où fest re sur [0,1] 
—| 


dec or air 
OSx<i=IS<I+x<2 
1<Vi+x s V2 
= 2S2(/1+x) <4V2 


3. 





D — ———— s<— 
492 XV+x) 2 


Oo <2 
= eNS: 
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2. xe[0.i] 
fest dérivable sur [0,1] 
\F')S =: ;:Vte[0,1] 


D'après le théorème des inégalités des 
accroissements finis 


| 1 
FR FO)< 1x -0] 
F1 5 
CARE A she 
2 2 
Dix S JO S1+ Ex 


l 
one 70) (1) 
x>0—=1+x21 


1+x2>l 
— <] 
Vi+x 
= f(x)<1 (2) 
(D + (2) = 





I-2x< JO) <1 pour xe[0,1] 


3. 
a = 0,0000000002 = 2.107!° 


la < f(a)<1 


1—10 " < f(a)<1 
0,999999999 < f(æœ)<1 
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Ex 11: 
Soit f(t}= cos(t) fest dérivable sur IR 
P(t)=-sin(t}=|f'()]<1vrEIR 
Alors d’après th.In.Ac .finis 
Pour tous réels x et y on a: 
LfGx)- FON<LIx- »= [cos x - cosyl <|x - yl 





EX 12 : 

1. Soit f{t}=sin (t) fest dérivable sur IR 
et f’(t}= cos (t) 

Vte ET v2 V3 


— < = f" < 
r On a ; < cos(t) = f (!) 5 





Alors d’après th.Inég. Acc.finis : 
2 (y-5) < f{y)-1(S 8 (9-0 
V2 


= = À — x) <sin(y)}-sin(x) < 8 (9 — X) 





V2 JT 3 x TT 
Di, . sin sin(Z te Ne 
LE: 2x 
24 2 2 c24 
V2 V2-1,93 
T 


Dérivabilité Chapitre 3 TomeI 


EX 13 : 

1. *La fonction te est dérivable et ne Vue LA À | f axt dérivable sur[2. «| 
; D three 4 2 4 
s’annule pas sur PRE d'où 


et -2<f'()<-1 V1 ET 


la fonction f:r# __ est dérivable 
(x) Alors d’après th des acc finis : 





TZ x 
sl x) < fO- 10 < x 
A l—-tg(x) x 
AE DR EU 
f@- #0 ” 2 | ig(x) 4 
Lim RS ee Lim Ft 
sr EX 14: 
= Lim EE (cot g) (2) l. a/ xe[o.i! et h(x)=tg(x) 
(5) x-À ‘ : 
de 2 h est dérivable sur[0,x] et 
= # =-|\=f 1 h'(x)=1+1g°x >] d’où 
sin° (7) 2 h(x}-h(0) >1.(x-0)=tg(x)>x 
2 
Si à ce o 7 
Donc f est dérivable à gauche en à bf(x} ——; re 2 
Conclusion : f est dérivable sur RE J' = sco8) an) 
3 COS(x) 


= —— (x -{g(x)) < 0 car x <te xet cosx 
X 


d’où f est décroissante sur d —[ 
EE) 



































Ig (x) 2. a/h(t}=tg(t) ,h° re Fe 
] 
! = —(| 
FIST pr pour t Efx,y] cos y<cos t <cos x car la 
Pre EE gtx)>1= 16 (x)>1 fonction cos est décroissante sur (0, 
2 y< 2t< 2 
D O0<—— <1—=1<1+ SA M mo " 
tg (x) tg" (x) © ——<h{1}<——— Alors d'après le 
cos x COS” y 
= — < — on 
es te " th.Inega.Acc.Finis : 
= -2< fn < + (2) SAGE (> - 
Conclusion : ae Sa 
7 X 1 E gusr 
—2< f(x) <-] pour (ouf xE€ 2.7] … Cos? x EUROS cos” } 
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b/ d’après la question précédente : 


F4 
| on a : 
pou LE 


É x—0 
= < < Ig(X) — Ig(0) < — 


cos 0 cos x 











— x <tLg(x)< 











— X.COS(x) < sin(x) < 
COS(x) 

sin(x) | I 
X  cos(x) 





= COS(x) < 


3. pour x€]0,” ] 
Il 
COS(x) 
] 


cos(x) —1< g{x) — g(0) < 
COS{ x) g{x) — g(0) ARE 


(2) < 8-80) (2) | 





cos(x) < g(x) < 


ne 





—]—= 
) 





X x x “cos x) 
Or Lin =) =0 e Lim =) s: 
x-0 X 10 | x COS{ x) 


d'où Lim£®)7 80) _, 

sr x 
Par suite g est dérivable à droite en 0 et 
£a (0)=0 donc C, admet une demi-tangente 
horizontale à droite au point d’abscisse 0 
et comme g est une fonction paire alors g 
admet aussi une demi-tangente 
horizontale à gauche au point d’abscisse 0 
donc 8 est dérivable aussi à gauche en 0 et 
8e (0}-0 
Par Suite g est dérivable en 0 et g’(0)-0 


0 
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EX 15 : 


1) * fest dérivable sur ]0,1] = fest 
continue sur ]0,1] d’où :g:x# JO est 
X 


+“ 


continue sur ]0.1] 
* continuité à droite en 0 : 


lim g{x)= lim RS = {,(0) +0 = g(0) 
sl 10" X — 
g est continue à droite en 0. 
Par suite g est continue sur [0,1] 
2) a) g est continue sur [0,1] et dérivable 
sur ]0,1[; g(0)=g{(1)-0 
D'après le théorème de Rolle il existe un 
réel c €E]0,I[ tq : g’(c)}-0 
st AI OU 
g{x)= Ter 
g(e)=08 c.f{e)- f(c)=0 
b) la tangente à (£) au point d’abscisse 
C a pour équation : 
T:y=f(c).(x-c}+f(c) 
T:y=f(c).x+f(c)-F(c).c 
T :y=f(c).x 
O(0,0)ET 
EX 16 : 


(P):v=x +ax+b 

soit flx}=x"+ax+b 

(£, AP) 

P(x}=2x+a 

la tangente (T) à (P) au point d'abscisse 23 Ÿ# —+ 


= 


MC RCE 
pour coefficient directeur FE} x, +x, +a 


la droite (AB) a pour coeffiscient directeur : 

xs) CN) 
X& _ x; 

(T} et (AB) ont le meme coefficient directeur 

par suite (T)|} (AB) 


X, +Xy +4 


Dérivabilité 


EX 17 : 
1) (£,)N(Ox)={4,B} 
Désignons x, et x les abscisses respectifs de 
A et B avec x, < . 
fx)}0  ; f(x2)=0 
fest continue sur[x, x] dérivable 
sur ] xi,x2{ et f(x1)=f{x2)=0 
d’après le théorème de Rolle il existe au 
moins un réel CE ] x;,x2[ tel que : f(c)=0 
(&,) admet une tangente horizontale au 
point d’abscisse c 
2) (6,)N(Ox)={4,4,,..,4,) 
designons par x,,x,,....,x, les abscisses 
respectifs de 4, 4, ,..., 4 
avec x, <X, <.….<X, 
f est dérivable sur [x, + 
(x) = f(x.) =0 
d'où il existe au moins un réel c, e Ix,x.[ 
14 f'(c)=0 
par suite l'équation f'(x}-0 admet au moins 
(n-]1) solutions 
(& ) admet au moins (n-1) tangentes horizentales 


EX 18 : 
f dérivable sur [-2,-1] 
f(-2)=f(-1)=0 
d’après le théorème de Rolle il existe au 
moins un réel c,€]-2,-1[ tq : f (c,)}=0 
de même : il existe au moins un réel 
X2€]-1,1[ tq f(c2}=0 
et un réel c;€]1,2[ tq f(c3)=0 
par suite l'équation f (x)=0 admet au moins 
trois solutions 

EX 19 : 
Soit k un entier avec 1<4k<n 
f®: la dérivée k“" de f 
montrons par récurrence sur k que : 


f# s’annule pour (n+1-K) valeurs distincts de 
[a.b] 
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pour k=1 : 
f s’annule (n+1) fois d’après l’exercice n°1° 
: s’annule n fois 
f° : s'annule pour (n+1-1) valeurs 
distincts de [a,b] (vrai) 
* supposons que f*” s’annule (n+1-k) fois 
* montrons que : f**"” s'annule (n-k) fois 
D'après l'ex 17 : f**=(f#)" s’annule 
((n+1-k)-1) fois 
> f#0 s'annule (n-k) fois 
Conclusion : f* s’annule au moins pour 
(n+1-k) valeurs distincts de [a,b] 
Vke{1,2...,n} 
* pour k=n , f"” s’annule au moins une 
fois sur [a,b] 


EX 20 : 
1. la fonction rx Last continue sur IR’ 
X 
la fonction sinus est continue sur IR 


. « . ji I ‘ 
d’où la fonction x# sin(—) est continue 
X 


sur IR° 

par suite f est continue sur IR’ comme 
étant produit des fonctions continues. 
*Etude de continuité de f en 0 


pour xÆ0ona ess 
x 


are OST 

Or Limx? = Lim(-x?)=0 
x—0 x—0 

d'où Lim f(x) =0 
x—0 


D'où f est continue en 0 
Conclusion : f est continue sur IR 
2. à} 

<] 


pour x #0 sin L) 
x 








> <= <{x| 


CD) 
X 











nee 
x 
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b/ pour x#0 f(x) - f(-2) 








Lim =" "= +0 
2 <| xl 2) 2-2} x +2 
Lim FOI FC2) | ; 
vob 0 d'où im — ft 7 “0 :-H-2) x +2 
D'où fest dérivable en 0 ett f (0)-0 an LO+2 09-10 | js 
11 x-—] r—i x]! 


MINE . 
3) a) la fonction : xr> e est dérivable sur R * Lim f(x)-(x-4)=0 
La fonction : x--sin x est dérivable sur IR 
EX 22 : f(x)-4x° +6x-2 


D'où x inte est dérivable sur IR* : 
x f est dérivable sur IR et f{(x)}=12x2+6>0 


Par suite f est dérivable sur IR* 
Or fest dérivable en 0, 
d’où f est dérivable sur IR 

| 

| 


f(x) = ent) + #] — 
x <” 








fx) = SHÉC) — ce 
x + 
b) nx0 
f —, ss tan — cos(nT) = -cos(nx) = -(-1)" 
nx NA 


3 
SO =, 


L' +7 x Ex 7 T7 


Lim — Lim Ax° = +0 
ci >) La courbe de f admet deux branches infinies 
ÿ gen, : paraboliques de direction celle de (O, ;) 
c) f ‘(0)}-0 
Supposons que f ‘ est continue en 0 
Soit la suite F. = | F —) 
HT 
1 1 


lim—=0 ,f° continue en 0 Cf 
+ Tr NT 


D'où lim F. = f'(0)=0 
Or V,;=1 daprés b) (absurde) 
f‘ n’est pas continue en 0 


EX 21 : 
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EX 23 : 


| x 
f(x) = re + 


D,=IR* , f est dérivable sur IR* 





(£,) admet deux branches paraboliques de 


direction celle de (0. j) 
x—0 est une asymptote à (£,) 
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EX 24 : 
f(x) = Et 
x-| 
DAIR/{1! 
fest dérivable sur IR/{1} (fonction 
rationnelle) 


x+1)(x -2x-1) 


vor 
SR) = x 





lim (f(x) — x) = lim [et | = Jim s| 
er + | (x 1) 


ù 4x° .. 4x 
= lim — = lim —- 
eg 2x4) 1e x 
À :y=x+4 est une asymptote à (£,)au 
voisinage de + et au voisinage de -x 


= 4 
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EX 26 : 
fQ) = 5x+3e 21 
D, =]-2,-1]0f1.#e[ 
+ fest dérivable sur |-2,-I[ ©], +| 


S(x-1+3Vx°? -1 
x-| 














EX 25 : 

f(x) = x” +2x+3 

x +2x+3=0 

A'=-2<0=x +2x+3>0 VreiR 
D, =R 


fx) U) _ 
fest dérivable sur tout IR car x° +2x+3>0 mi ——= lim 


sl" x-| al 


Piepene OUR, RES 3x +1) 
2x +2x+3 x° +2x+3 RARE D 


f non dérivable à droite en ]., de même f non 
dérivable à gauche en (-Ï) 


* pour x €E]-w,.-1[U]I,+0o1 


PRET EL ji 3x 


2Vx° -1 x -1 


e pour x € ]1,+00[ ; f‘{(x)>0 











T—+x 


lim f(x)=x= lim Vx° +2x+3-x= lim 
1—++T s++20 


243 
= lim £ 





À,:y=x+1 est une asymptote à (< ) au 
voisinage (+00) 


Lim JG) = —| Lim(f{x)+ x) = -1 


+2 X 


(£ ) admet la droite D; :y=-x-1 comme 


asymptote au voisinage de (-œ0) 


Lim f(x) = Lim(3Vr _1+5x) 
me J{x° —1)-25x° 


tuer 1-5: 


qe 16x7 +9 


Sr 3x =] 


es 
= Lim — = —X 
s+3,/1 _ D 
x” 





y=-x-1 x 


ZT 
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Lim f(x) = Lim 5x + 3Vx°? 1 = +00 

15420 X—H+2 Cf 
al Lfe x? -] le 

Lim =—— = Lim 5 +3 = 8 

+20 x XI 


Lim( f(x) - 8x) = Lim 3(Vx° -1-x) 
D ÿ 


x—+0 | x? 1 +x 
À; : y=8x est une asymptote à Crau AI 


voisinage de +00 


31e. 1- © 
= Lim S + £ 


X—x x 


=: Lim5-3 1-2 = 2 
x —+-x x 


Lim f(x) -2x = Lim3 [Ve -] +x | 
ce VAE 
= Lim — -0 
x 4x x? =1=# A2 Cf 


2 
na = 
x—+#0 x 


X—-2 X 


À : y=2x est une asymptote à Crau 


voisinage de -co 
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EX 27 : 


ftx)= x+V4-x Dr=[-2,2] 

e la fonction : x--4-x? est dérivable et 
Strictement positive sur |-2,2[ d'où f 
est dérivable sur |-2,21. 


.  ft)=10). x-2+V4- x 
à LE in —— — 





XL — L +2 x — 2 


| J4a- x 
= limi+ 


r—+2 X — 


a (2-x)(2+x) 





= lim 
du (x-2).V4-x 
— lim _(@+x} = —0 
1x2 A7 


Donc f n’est pas dérivable à gauche en 2 
La courbe de f admet au point d'abscisse 
2 une demi-tangente verticale dirigée 
vers le haut. 


+ de même on montre que f n’est pas 
Dérivable à droite en -2 


s pour x€}-2,2[ f(x}=1- 


X 





+ 
= 


4x 
- pour x€]-2,0[ F(x}>0 
+ pour x€]0,2[ 


f(N>0S1> 


S x<vd-r 


+ L. 
x <d-x x <2 


& x< V2 





Fr 


4=X 
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EX28:  f(x)=x. — e Lim JC) = Lim _— = ] 


v+l EME NT EEE 


eD;=]-œ,.-1[U[1,+00[ Lim f(x) x = im | 
ce x +1 


e fest dérivable sur ]-c,-1[U]1,+00f 




















Lim = #0) = Lim “4 x— oi 
it x-] 2 xl Vrx+i = Lim x. x +] +] 
= Lim _ = #2 Ne 
xl Îx° a x+l 
Donc f n’est pas dérivable à droite en | _ Lim =2* Pers 
e pour XE ]-0,-I[U]]1,+001[ de ee 
x +] 
2 .- 
ses ET. (x+1} << ÿ À, :y=x-1l est une asymptote à C;au 
2) +) le + — 
+1 |, pi x+] Guy ET voisinage de (+00) 
x+] x+l s 
Ce 2 ol xl, x HR x +x-| : ee “4 
1=1 lx+l (x+1) ee (x+1) DE Ire 
x +] x +] À, : y=x-1 est une asymptote à C,au 
L f l X?+x- nS 
e signe de f(x) rs ui de ( mis voisinage de (-co) 
ÀA=5 x'=- - eD, x LD 
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EX 29 : f(x) sin(x}+cos(x) f(2.2).f(2.3)<0 = 2.2<0<2,3 
1)a f(x+2x }=sin( x+27}+cos(x+2 7x) 
= sin (x}+cos(x)=f{x) 
Donc 2x est une période de f. 


b/ *pour xER on a (-x)E R 
* f(-x)=sin{(-x)+cos(-x)-[sin(-x}]+cos(x) 
= sin {x)+cos(x)=f(x) 
donc f est une fonction paire 
donc la droite des ordonnées est un axe de 
symétrie de Cr 
2) a/ Domaine d'étude DE =[0,x] 





f(x) =2cos(x).sin(x)-sin(x) EX 30 : ; 
—2sin(x). cos(x) - > L RE D;=IR\41} 


fest dérivable sur IR\{1} 


P(x} Fee) le signe de f(x) est 
(x-1) 
celui de (x-1).(x-3) 








b/ f est continue et strictement croissante 


sur 0 = donc f réalise une bijection de 


jo. sur alor | .5] et comme 


Del .] alors l’équation f{x)=0 n’a pas de 





10 s 
e Lim f(x) = Lim— = Lim x = +© 
IT Abix x" Fit 


3 
: x + Lim f(x) = Lim = Lim x = 

solution dans | 0, — rx 1x YO six 

| > : | e Lim f(x) = +0 

/ fest continue et strictement décroissante x 





T : : 
sur | —,x | donc f réalise une bijection de 2 
É | J e Lim JO _ sim 21 
Ë x sur [2 bp À et comme An ne ? 
à mit x - 
3 3 4 + Lim (D=x= Lim 
i—+°T Tir x” _ X + 


n ie : 
de 1,5) alors l'équation f(x)=0 admet une 
k À : y=x+2 est une asymptote à Crau 
seule solution adans (x | es T 
3 voisinage de (-c) et au voisinage de (+) 
Conclusion : l'équation f(x}=0 admet @ 
Comme unique solution dans [0,7] 
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Dérivabilité 





Cf 
FA 
rat 
* 
Hs 


(sin(x) 1) 
1) a/sin(x}-1-0<sin(x}=1 
œx=T+2krkez 
Ds = IR\ES + 2kr kezZ)} 


b/ h(x+27)-f(sin(x+27)}=f(sin(x)}-h(x) 
donc 2x est une période de h. 


c/ e xED+ Px#T +247 fer 
T 
Res .kezZ 
T 
ARS NE .keZ 
= 2.5 xeDh 


e h(x-x)= f(sin(n-x)}=f{sin(x)}=h(x) 


Conclusion: A: x=x1/2 est un axe de 
symétrie pour Ch 


Chapitre 3 Tome I 


2) a/ h(x}= f{sin(x)) 


Lim sin(x) =1 


:) — Lim h(x) = +0 
Lim f(x) = +0 s(? 





b/ h’(x}= cos(x).f (sin(x)) 


our xe|-7.? 
F 22 
cos(x) > 0 : 
: — 
et Sin(x) € [-LI[ — f'(sin(x)) > 0 


h(N20;Vxre EE 
2 2 


Z 
h est croissante sur | _. ù a] 


C/ 
h'(x)=0 cos(x) =0 ou f'(sin(x))=0 


x +kr ou Sin(x) = 0 


Sx= +7 ou x=kxr keZ 


Sa 


d/ h”s’annule et ne change pas de signe 
en 0 donc le point de coordonnées 
(0,h(0)) est un point d’inflexion pour C, 
Conclusion : l’origine du repère est un | 
point d’inflexion pour C4 


nt <2) Une 


3) Soit C, la courbe de la restriction de h | 
sur 22 et À :x=7/2 
2 


C3 =Sa(Ci) :la courbe de la restriction dé 
h sur F + 
» ci 


AE Ut(C UC,) 


Dérivabilité 





EX 31 : 
__x(x+1) 
1) De. 
D,=R/{2} 
f est dérivable sur R/{2} 
x -4x-2 
(x-2) 


x°-4x-2=0 x'=2-V6 


J'(x)= 
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pee 
x—2 


6 
liml” _ = lim —— = 0 
lim{"f(x)-(x+3)]= lim —. 
A:y=x+3 estune asymptote à (6) 
f2-V6)-5-2V6 
2+V6}-5+2V6 





2) dans R/{2} 

x? +(1-mx+2m=0e x? +x=mA{x-2) 
X — 

l‘cas :me f,5-2V6| U |s + 26, | 

l'équation admet deux solutions 

2% cas: m=$5-2/6 ou m-5+2/6 

l'équation admet une unique solution 


3% casime 15-2V6,5 Æ 2V6[ 


l'équation n'a pas de solution 


Dérivabilité 


3)(E)< fcosx}=m  cosx e [-1,1] 
A[-1.1)=[-2:5-26 | 

h(x}=H{cosx) est périodique de période 2x 
lcas:meg [-2:5-2V6 | l'équation n'a pas 
de solution 

27 cas ime [-2:5-26 | l'équation admet 


une infinité de solutions 


EX 32 : 
f(x) =sin x +2 sin(2x) 

fest dérivable sur R 

-x}-f(0) : Fest impaire 
x+27)5f(x) : 27 est une période de f 
il suffir d'étudier f sur [0,x] 


Lx) = cos x + cos 2x = cos x + 2cos° x -I 


= 2c05s x+cosx—|= 2(cos x + 606 x) 





(G;) _ ® ET (Go) 
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EX 33 : 


. COSX 
IX) = ——— 
2cosx—|l 


2cosx-| = 0e cos x = > 


efs= Le skeZ ou xs +24r ke 


D, = Rs rh UE +24) :k ez 


l'est dérivable sur D, 
— sin x(2cosx-1)+25sinxcos x 
(2cos x -1) 
__.. Sinx 
| (2cosx-1} 
+ 2x est une période de f 
°f-x}=-fx) : Fest paire 


D. -(0.r4%) 


JU) = 





D —— = + 
1H 7 2cosx—| 





(C;) _ 7 Le, (60) 
keZ 


Dérivabilité Chapitre 3 Tome I 


3) * pour x € ]0,+x| 
EX 34 : fGx)= xx 
= +axl  six<0 
foo= | +x jee += 2 x > 0 


FO = xx six >0 A 


* pour x € |-1.0[ 
fx) = {x + x) 





1} la fonction : X > x° + x est Continue sur }=.0 


d'où f est continue sur ]-<.0[ 


(x) = —{2x +1) 

pour x € ]-c,-I| 

fx)=x +x 

FX) =2x+1<0  Vx € -e.-1[ 


. fest continue sur ]0,+c0[ (produit de 2 fonctions continues 
. continuité en 0 : f(0}-0 

lim fx) = lim Le + x =0= f(0) 
lim (x) = lim xx =0= f(0) 


+0" 


fest continue en 0 d'où fest continue sur R 


+ ET 
tm 129-702 de ce PES +x) 
x #0 x—0 r—0 x 
= lim—(x +1) = 1 /,(0) 
m/097 70) f(0) = lim Vx = 0= f(0) 


pr x-0 





lim f{x)= lim xVx = +0 
LT Tea 


lim f(x) = lim(x° +x)= lim x? = +20 
f n'est pas dérivable en 0 xs Re han 





Ve 2 f(x) 4: Pa 
* lim GIZ FCD | lim =@ +) Te, à lim vx = a 
a -17 x+] ci x 3 
Al 1) im LD 2 im 2 + im x + = 2 
x F—+-+ HT Y T1 -* 
ut (x) — ‘ (— =: L x° +x) (£,) admet 2 branches paraboliques de direction 
“ ” ME PO a celle de (O.j) 


Lim Gate ÉC 


fn'est pas dérivable en (-1)} 





: P. 


Dérivabilité 


EX 35 : 
1) g(x}=2x" + 3x° +1 
a) g'(x}=6x" + 6x = 6x(x +1) 





b) dans l'intervalle [-1,+[ , g admet 1 
comme minimum absolu 
= g(x)21 ; Vxel-1,+[ 
d'où l'équation g(x})=0 n'a pas de solutions 
dans l'intervalle [-1,+0o[ 
* dans l'intervalle |-x,-1] 
g est continue sur [-2,-1] 
g(-2) x g(-1)=(-3)(2)<0 
d'où il existe un réel a € |-2,-I[ tq: g(æ)=0 


comme g est strictement croissante sur 
]->.-1] alors a est l'unique solution de 
l'équation : g(x)=0 dans ]-c,-1] 
conclusion : l'équation g(x)=0 admet a 
comme unique solution dans R 
ae]-2.-I[ 
g(-1,7)=-0,156 


—1,7).g(-1,6 
de ).g(-1,6) < 0 


= -1,7 <a <-1,6 
Une valeur approchée à 10°! prés 
de a est -1,7 
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x+x 





2) f(x) = 


1- x 


a) D, =R/{1} 
f est dérivable sur R/{1)} 


g(x) 
(1-x°) 


J'(x)= 






b) T:y=f"(0).(x-0}+f#(0) 
T:y=x 
3 
] 
à ge 0 9 


Position 


relative T/C 


C/T | T/C| C/T 


Dénvabilité 


EX 36: b) 
j} g(o)=21"+x-2 


a) gest dérivable sur R 


g(x)=67 +1 > 0 


1x x 





b) lim 


g est continue sur [0,1] 


LT 


g(0) x g(l) = -2<0 d'où lim 


im 2 2 


x*+(x-2) 


Chapitre 3 Tome I 





d __ 412 
ee Ê 2e 2) 
x 


4 
SE Sim 
= lim — = lim x" = + 


Xi ++ LC Fr 


d'où il existe un réel @ € ]0,1[ tq: g(œ}-0 branche parabolique de direction celle 


comme g est strictement croissante sur & dé (0 j 
alors æ est unique 


c) g(0,8).2(0,9)<0 
g(0,83).g(0,84)<0 donc 0,83 est une 
valeur approchée à 10° prés 


p(x) - 0 + 


x> a g(x)> g(æ) cargest stnctement croissante 
= g(x}0 
2) fG=dr +(x-2) 
D, =R 
a) la fonction x > x° +(x - 2)° est dérivable et 
strictement positive sur R 
d'ou fest dérivable sur R 
4x +X{x-2) | g(x) 


2/x*+(x-2Ÿ q ÿJx'+@-2Ÿ 


fx) = 


S4 


\ 





Dérivabilité 
EX 37 : 
U, pus de 
2 + n' 
] 
1) D: =Ù0.= >0 
en (n+1ÿ 


d'où (U,) est croissante 





+ ]0,+[ 


2) Ax)= : 
X 


Dk>1 , fx 2 
: 


Sr 
— ms LS 
(kK+1) x k 





TS FANS (4 en 





—2 
fest dérivable sur |k.k+1 at = — dc (x) < 
FE (k+1) 


d' is le théorème des ee des accroissements finis: 





k+1 k)< 
< f(k+1)- (4) Œ+D 





2 
< f(k+1 tré 
Dr D < f(k+1)-/f(k) LE 


b)pour1<k<n 
*HUO-RK+ D) 
= | 


= Ÿ {rot D]< De 


= f(1)- f(n)< av. 


om 
A 
n n 2 27 nn 
| l 


DU, 2——-— 
2 2h 


< f(k)- f(&k +1) 


(D) 


2 
(k+1) 


x 





n-| n-| 


Er s LH JK+1) 


k=] 


ru fQ)- f(n) = 2[U, “ete 
n 
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F2 3 | 
épis sn tr EL 
DNS sr se 


Vne N° 








U, :VneN 


d) (U, ) est croissante et majorée par : 


elle est donc convergente 
soit = lim U, 


n—+r 








——— SU <=-— 
2 2n° 3 2 

] ] ] 3 ] 3 
im(=-—>}>= et eee 
lo ont à NS 2 2 
d'où lérei 

2 

EX 38 : 


f()=tex 2x el.) 


1) a) fest dérivable sur Los] 


f')=1+1gx >0 





: .  Ssinx 
lim fgx= lim = +00 





1 : le coefficient directeur de 
la tangente à (£;, jau point d'abcisse 0 





Dérivabilité 


7 
b) soit p(x)}-tgx-X XE 10.2! 
px}=1g"x20 
issante sur | O 
| à ne 
g est CroIS , 


rx>20—p(x)20=1gx-x20=1gx2x 


2) a)on pose h(x}=tgx-2x x eo. 


h'(x)=18"x-1l 





*h est continue et strictement décroissante 


sur 10,7 d'où h( 10 SL = | 2.0 
4 4 2 


0E | Lo d'où 1l existe un unique réel 


peloA] tel que : h(B}0 
or h(0)-0 = f5—0 


I TI 
*h(| — =lT=—- 
(720 o | 


del, 
£ 


d'où il existe un réel & € 74 tq : h(a}-0 


: TZ ZX 
comme h est strictement croissante sur Es | 


alors & est unique 
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conclusion : l'équation : h(x}-0 & tg{x)-2x 


| T 
admet 0 et a comme seules solutions dans 10.2] 


eh JE 2e M5 4) 


3 
De M2 4) = ae E4 
3 4 -2 
sa>T 
3 
b)h(x}=tex-2x 


-00 a r/2 


hG)|9 _- 0 + | 
T 
U,=— 
+3 
U,., =g(U,) 
a) * pour n—0 o<u,=7<? 
33 
7 
*suppesons que; SU, 


7 
montrons que : 0 £<U,,, < 3 


OU, <= p(0) < plU, ) < gt) 


=0<U 


ml — nti — 


«3-7 o0<u 2 


conclusion : 0£U, < :VneN 


Us | 


b) d'aprés 2) b) 
U. € 10.7 | = h(U,)S0— tgU -2U <0 


> tgU,-U, SU, = U,., <U, 
d'où (U, } est décroissante 
c})(U, ) décroissante et minorée par 0 


elle est donc convergente : soit f sa limite 


=p(t) © tgf=2 © 1-0 car fs 


Dérivabilité 
EX 39: 
ne N° (E)ix +x =n 


1) on pose : f(x) = x° +x° -n 
[= 2x +3x° 





* dans l'intervalle |-+.0] f, admet le réel 


Se —n) comme maximum absolu 


— f(x) < A <0 Vxe]-0,0] 


d'où l'équation f(x) = 0 n'a pas de solutions 
dans |-x.,0] 
*J, est continue et strictement croissante sur [0,+c0f 


> f,([0,+c[ }[-n,+00[ 


comme 0 e [-n,+x| 

alors l'équation : /, (x) = 0 admet une unique 

solution a, dans [0,+cc[ 

conclusion : l'équation (E, ) admet a, comme 

unique solution 

2) a) Remarquons que : a, >0 : VneN° 

a, est solution de (E ) 

a,., est solution de (E..,) 

d'où a°.,+a°.=n+] 
a°+a'=n 

= (a,.,-2,)#(a0.,-a,)51 

— (a,.,-a, Ja. +a,+4%,,+4,a,,+a2, Jr 

-a, 20 

— 4,., 2 4, d'où (a ) est croissante 


or a, et 4,., Sont positifs d'où a... 


57 





Chapitre 3 Tome 1 


b) supposons que (a, ) est majorée 
comme (a, ) est croissante 
alors (a, } converge vers un réel f 
= lim a, A +a}={" +8 


ora/+a/=n 
= limn={"+# (absurde) 
d'où (a, ) n'est pas majorée 
c) (a, ) est croissante et non majorée 
d'où lim a, =+« 
EX 490 : 
[1 f{(x}sinx 
1) a)f'(x)=cosx 
D, = [0,x] 


f: impaire de période 2x 





B(b,f(b)) 


supposons que : a<b 


b) A(a,f(a)) 


le coeficient directeur de (AB) est Te 10), 
“à 
f est continue sur [ab] , dérivable sur Ja.b[ 


d'après le théorème des accroissements finis : 


il existe un réel c € Ja.b[ 1q: {ce} ——"" 2 Le 


or f'(c}=cosc = -1<f'(c)<1 
b)-fta) 


b—a 


= -]< 


Dérivabilité Chapitre 3 Tome 1 


n / | g(x})=sin(sinx) EX 41 : 


1) a)vxeD,=K D, =R 
ona:{(xt2r)eD, LE FR x —x| 
gtx+27)=sin(sin(x +27)) = sin(sin x) = g(x) 1) 

d'où 2x est une période de g Lx D -00 0 1 


b) Vx ED, =R on 2: (0€ D, TF0 0 


g(-x) =sin(-sin x}=-sin(sin x) =-g(x)} 


d'où g est impaire * lim f(x) = lim xN 2e = x = +0 
{x} .Cos(sinx xel0,x 
c) g'(x}=cosx.cos(sinx) [ ] im LC) f(x) DT enr 
sin x e [0,1] = cos(sin x) > 0 Pi EU ae 
le signe de g'(x) est celui de : cosx . lim f(x) = lim xx eee 
lim —— Fa. = Jim x? = x = +00 
X—+-< X I 


(£ ;) admet deux branches paraboliques 
de direction celle de (O,j) 


2) a) lim TO eo = lim x -x]=0 


rx +Û 





d'où f est a en 0 et f'(0}-0 
b) lim =—=———— ra … ME 


xl xt x | 
À 
2 lim alt ne 
- r1/2 us A x] 
im 0) 7 #0) AU im XAfx{1 - x) 
ne x—1 xl x— | 


im VE 
el ÿ1 7% 


f non dérivable en 1 





= — 


(£,) admet une demi tangente verticale au 
point d'abscisse 1 
3) a) * pour x € |-c,0[ L ]I, + 


fo) = xx -x 
eee De x(4x -3) 3) 


2x -x 2Vx -x 


* pour x € [0,I[ : f(x) = xx -x° 


FE 3,0 — 2x).x _ x(—4x) 4x} 
x) = Nx = x + —_————— 
Flex 2YJx-# 
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Dérivabilité 


b) la fonction : x > Vx(1-x) est dérivable 
sur ]0.1[ 
8, est dérivable sur ]0,1[ comme étant 


produit de deux fonctions dérivables 





b) 


Cf 


4)* g admet 0 comme minimum absolu 


* g admet _ comme maximum absolu 


IT g,(x)= x" /x(l — x) 
1) n>2 
OSx<I=x" <Is rx" <xr 


x" /x(l = x) SxVx(l- x) = g,(x)< g,(x) 


d'où (£, ) est au dessous de (£) 


in pre BC) 0) 
2) a) D en lim x xl x) =0 


v-+0 


d'où g, est dérivable à droite en 0 et g. (0)-0 


80), _ x" /x(1- x) 


* [im 





rl x-] col {1-x) 
7 
= ]im =-90 
x + I-x 


g n'est pas dérivable à gauche en 1 


8,6 = ne" O0 +) 


2Jx(1 - x) 


L2x(1-x)nx" "+ x" (1-2x) x" [2n(1- x) + 


2, /x(1- x) 2h i-x 


] 
De eprrze tn vfns) rfnt, ex] 


RES — han — X) 


2n +1 
2(n +1) 





2n+] 
g, admet g,(————) comme maximum local 


























2(n+1) 
nl à 
" 2(n+l)  2(n+1) 
d) Lima, = Lim nel =] 
n.1 Dn +2 
3) a) 
NT A 
|] ee 
8,(@,) | 5 An+1) 2(n +1) 
l JE 
g,(a [1 | 
2(n+1)| 2(n+1) 
ä 2n+1 | V2n+1] 
2(n+1) | 2(n+1) 


* U >0 :VneN' 
3,3 


* U,=g,(a,) < g(a,)=U, ne d'aprés 4 


33 


d'où O<U, <= 
16 


Dérivabilité 


b) U, 20 d'aprés a) 
+ d'aprés [l/ 1) 
Le = g,(a,)< 82) 
d'où 0<U,<g(«,) 
c) g(a,)=a,.Ja,(l-a,) 
: 2n+1 V2n+l 
BA) 1) an +0) 
2n+1 
. = | 
7 2n+1) 
V2n +1 2n +] I 0 


= |im 


BD nt) cor An+l) Van+l 
d'où lim g,(a,) = 0 











OSU,<ga,) :lim g(a,)=0 d'où lim U,-0 


EX 42 : 
1) (E): x -10x° -1=0 





on pose h(x}=x* -10x° -1 

h(10)= -1 : h(11}-120 

h est continue sur [10.11] 

h(10)}xh(11}<0 

d'où il existe un réel a e ]10,11[ tq h{a)=0 
h est dérivable sur R 

h'{x}=3x°-20x 
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20 
h est strictement croissante sur 7. | 


d'où a est la seule solution de l'équation : h{(x}-0 
dans Pal 
3 
20 
* dans l'intervalle 2 
h admet (-1)} comme maximum absolu 


D Mx)<-] :Vxe fe] 


d'où l'équation h(x}=0 n'a pas de solutions dans Le 


conclusion : a est la seule solution de (E) 


2) 0 n'est pas une solution de (E) 


dans R': (EE) x'=10x"+1<5 x=10+ 4 
= 





] 
x 


a) f = 2 <0 Vxe[10,+x[ 
: 


3) Rx)=10+ 





:x €[10,+0[ 


f est continue et strictement décroissante sur [10.+oe[ 


R[IO,+e0{} |lim f. 410) |-J10 : 10.01] 
à (ue =10 
da = f{U,) 
Remarquons que : U, >10 :VneN 
6 ; 
PONS 
l l 


| 
>10— x 21000 —<— = |f{x) < — 
pour x x T<: f(x) SG 


f est dérivable sur [10.+o0[ . f(x) < _ 
S00 


aetU, € [10,+[ 


Dérivabilité 


d'aprés le théorème des inégalités des accroissements finis: 


l 
ITU, ) - (a) S 500 
or AU, YU, et fla)=a (d'aprés 2) ) 





U, -al 


d'où |U,.,-al< rh -a] VnenN 
500 
] 


JU; -al< lu - 





[U, -als D U,.-a| 
500 
multiplions membre à membre et simplifions on aura : 


] "I — 
[U,-al< [U, al 


a-10| 





bg 
[U, as X 
ae]IO,11I[ 
d'où |a-10/<1 


ÿ ‘7 
par suite : [U, ras) 


I I 
DU, -(——)" <a<sU +(——y 
Dog) ST 
U, =10,00998007 
y =8x10° 


500 
10,009980062 < a < 10,009980078 


d'où a=10,009980... 
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FONCTIONS RECI PROQUES 





3) f réalise une bijection de |] 4] sur [1.4] 


4) fest dérivable sur ]0.+x[ 


Lu 


f) (faux) 
ä 


Contre exemple : f(x) =3- 





x° +3 


* f1} 2 
; lim f(x)=3 
+ fest dérivable sur [L,+oof 


_4x — 3) 





LÉ 
f (11, +00 (3-74 
fuap=|3- + 
2} (vrai) 
* flx)}=axtb ; a #0 Hg" 
f'(x}Fa 
e si a>0 ; fcontinue et strictement croissante 
f est une bijection de R sur R 
e si a<0 ; fest continue et strictement décroissante 
f: bijection de R sur R 


3) (faux) 
ÿ16 > 2? 
ÿ16 =2 
Vi6 < ÿ16 
f(x)=%x > f'(x=x 
(f ')'(0)=0 


çar 16>2* 


CH4 TOME I 
5) (faux) 
contre exemple : 


f)=x+NV1+x [=R 


X 


V1+x? 
fest dérivable sur R 
fest strictement croissante sur R 





f(x} 1+ 


lim f = +0 

l 

lim f(x) = lim = () 
f()=]0,+cf 


f est une bijection de R sur R}- |0.+| 
r=f Se fU)=xe y+41+7y° = X 


2 2 3 
né 1+y =x-y&l+y = + y —2xy 








noel x -] 
# 2x 
” 2e —] 
Ï 7 () 


f7" ne garde pas un signe constant sur ]0.+] 


FONCTIONS RECI PROQUES 
EX 1 : 


1) Ax)=1-4x E}k,i] f x)-4<0 
fest continue et strictement décroissante sur | 
elle réalise donc une bijection de I sur J=f1) 


J “ [ } lim FO [3 | 
soit y=f"'(x) 
1 x 


CHIENS PER 


xej ,yel 


d'où f'(x)= 20 _ x) 

2) fx}=x* -4x+1 /=[2,+0[ 
f'(X}2x-4=2(x-2)20Vxel 

f est continue et strictement croissante sur [2,+0[ 
elle réalise donc une bijection de I sur J=f(1) 
J=[ 12) lim | = [-3.+| 

soity=f'(x) xeJ ,yel 

S fyx © y'4y+i=x © y°-4y+(1-x)-0 
A'=4-(1-x}-3+x 2 0 

Yi =2-V3+x et y=2+V3+x 

oryEf[2.+0[ — y22 


d'où f''(x}=2+V3+x 





2%. + 
3) pr 1=| 1, +o0[ 
J Mare 


fest continue et strictement croissante sur =} | 


d'où fest une bijection de 1 sur J=f{(1) 


3= im | =} 


soity=f''(x) xeJ. yel 
2y-1 1+x 
 y}=x > —— =x > 2y-I=xyHXx > Y= — 
y+l 2-x 
1+x 
(x) — 
" 2-x 
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4) Ax}=Vx3 +x I[3,+0 





I 
est dérivable sur |3,+ol et f'(x}= +1>0 
f 2Vx-3 
f est continue et strictement croissante sur I=[3.+f 


elle réalise donc une bijection de I sur J=fT) 


J=[ 13) lim | -[3,+ 


soity=f'(x) xeJ.yel 
> Ryx © Vy-3+y=x 


& Jy-3=x-y © y-3=x°-2xy+y° 
& y°-(2x+1 )y+(x°+3)-0 
A=(2x+1)" -4(x° +3) 
A=4x-1120 


_2x+1-V4x-11 
re 
_ 2x+1+V4x-11 
y = —__—————————— 
2 
f3)53 = f'(G3)-3 


pour X=3 D 


où = extty 4x-11 
EX 2 : 


g(x}=ax+b : a#0 
1) *lercas:a>0  g'(x}=a70 


g est continue et strictement croissante sur R 
d'où g est une bijection de R sur 

CR) = |lim lim /] = R 

*2éme cas: a<0  g'(x}7a<0 
g est continue et strictement décroissante sur R 
d'où g réalise une bijection de R sur 
g(R}= Jim g.lim | =R 
2) yg'(x)Sg(y)=xS ay+b=x 

l b 


gere Donc g''(x)}=—x-— 
a a a a 


FONCTIONS RECI PROQUES 


g''(x)= gx) 


Le 


og ; xe[0,i] 


1) fest dérivable sur R 


f'(xy=2x"-2x=2x(x°-1) 





f2) a) f'est continue et strictement décroissante sur [0,1] 


, elle réalise donc une bijection de [0,1] sur J 
3-A[0.1] ro) [3.0] 
b) (4)=S,(£,) avec A:y=x 


CH4 TOME I 


c) on pose : y=f''(x) x ET .ye(0.1] 


 fn=xe sy sx pf-2ÿ 22% 
 }'-2y +1=2x+1e (y -1) =2x+1 
e|y° -1]=V2x+1 

Sl-y =V2x+1 car y e[0.1] 

y =1-V2x+1e y=Vi-V2x+1 cary>0 
d'où f'(x)= V1 V2x+1 


EX 4 : 

f(x)=cos(7.x)  :xe(0.1] 

1) f'(x}=-7.sin(zx) 

xe[0,1] — rxef[0,x] 

> f(x) <0 
fest continue et strictement décroissante sur [0,1] 
d’où f réalise une bijection de [0,1] sur 


J={[#(1).(0)]=[-1,1] 





FONCTIONS RECI PROQUES 
3) on pose : p(x}=f"(x)+ f '(-x) 
e fest continue sur [0.1] 
d'où f' est continue sur [-1,1] 


par suite @ est continue sur [-1,1] 


e_fest dérivable sur ]O.I[ 
etf'(x}-rsin(7rx) #0; Vxe j.1l 
d'où f'' est dérivable sur # ]0,1[)]-1,1[ 
g est dérivable sur ]-1,1[ 

calculons (f°! U pour x € |-L.I[ 


avec y=f" (x) {y}=x 





ie 
JC 
Fe TT G) FO) 


A -.Z Ë 


: zsin(x y) L r\fi-cos (x y) 


Free 


car sin zy 20 








(PJ x) 
F -x° 
px)=(f")x)- 20 


et 


5 zVi-x xJi-(-x}ÿ 





px) = f'(x)+ f(x) 
p(x)=0 ; Vxe]-Lil 
d'où g est constante sur [-1.1] 
f(0)=1 — f'()=0 
fH=-1 > f"(-D=l 
ol) =f"()+ "(1 
(1) =1 
d'où p(x}=1;v xe[-1,1] 
= F'Of "(xl Vxel-11] 
interprétation graphique : 
f''Gx)+f (x) =1 
=> f'-2=1- ff" 
= 'Ax0-) = 2x2 fa 


A(0,'2) est un centre de symétrie pour (4 1) 


CH4 TOME Ë rc 













FO = Vx+V4+ x :D,=R, 
FRET) Ne. +04 
X 


1) lim 
x 20° x0 Y x[ V4+x + 
= im — + ————— l = 
+ F V4 + x +2 
f n'est pas dérivable à droite en 0 
2) a) f est dérivable sur ]0.+[ 


1 
= — 0 
F0 TE ue. 


f est continue et strictement croissante sur [0, 
elle réalise une bijection de [0,++[ sur J=#[0, 


J=[2,+c0[ 


* fest dérivable sur J0.+[ 


| I 
et FX} —> + ——> # 
2x 2V4+x 
d'où f”' est dérivable sur (]0,+c0[ }= ]2,+co[ 
* lim f(x) - 17") _ _— f(x) 
x2° x-2 x2 X—2 
(on pose y=f"'(x),x=f{y) ; x—>2”,y 0) 


= lim 


y I 
v-#0" f(y)—2 su (y) f(0) U 
y 
d'où f est dérivable à droite en 2 et (f' )',(2 
(Rq: on pourra résoudre le probléme el 


conclusion : f”' est dérivable sur J=[2,+| 


] 
b) FX —>+—— > 
) MAS 2/4+x 





(£,) admet une branche parabolique de direction (Oi 


FONCTIONS RECI PROQUES 


EX 6 : 
) * f(0)=-1 = g(-1)-0 
(£,) admet une tangente horizontal au 
point d’abscisse 0 d’où (£, ) admet une 
tangente verticale au point d’abscisse 
f(0)=-1 
par suite g n’est pa dérivable en (-1) 
* f-2)=1 > g(1}=-2 
(£,) admet une tangente verticale au point 
d’abscisse (-2) d’où (£,) admet une 
tangente horizontale au point d’abscisse f(- 
2)=1 par suite : g est dérivable en 1 et 
8 (1)=0 
2) * fest décroissante sur R d’où g est 

décroissante sur f(R)}=R 

* lim f(x)=+0 = lim g(x)=- 


lim f(x)=-0 — lim g(x)=+0 





3 (G,)=S,(C,) avec À : y=x 





CH4 TOME I 
EX 7 : 
D) 1)=-1 = g(-1}=1 
f est dérivable en 1 et f‘(1}= -1 40 d'où gest 


] 
érivable en (-1) et g’(-1}=——=-1 
d (-D) et g'(-1) TO 
* f2}= -4 = g(-4)=2 
f n’est pas dérivable à gauche en 2 
(£, ) admet une demi tangente verticale au point 


d’abscisse 2 d’où (6, ) admet une demi tangente 


horizontal au point d’abscisse (-4) 
g est dérivable à droite en (-4) et g'a(-4)=0 





3) (4,)=S,(6,) avec À : y=x 





g(x) = sin(2x) - x 


1) g est dérivable sur EE 
44 


g'(2) = 2c0s(2x) -1= 0 € cos2x => 
or (2x)e et — 2x= 7 — er 
2 2 3 6 





2) sin(2x}=x  g(x}=0 
* gest continue et strictement décroissante sur 


(£2l d'où 
6'4 


TH 7 7 x V3 x 
dE sett].f-5 8 


FONCTIONS RECI PROQUES 


d'où l'équation : g(x}=0 n’a pas de solutions dans 


4] 


* gest continue et strictement croissante sur 
VAN Er, he Ne 
| 1.2) d’où g réalise une bijection de 


z _ V3 


T Éd 
comme 0€ | —-1,——-— | alors il existe un 
4 2 6 


unique réel @ <|-7.7 tel que : g( « }=0 
conclusion : l'équation : g(x}=0 admet & comme 


T 
unique solution dans | -—,— 
| 4 i 


x 7 ZA 
——)#40 etg—-)#0=0ae |-—,— 
867) 87) ae 7.2] 


T 
B/ f(x) = sin(2 ; _—,— 
f(x) = sin(2x) re n z. 


1) a) F(x}=2 cos (2x) 
F(0)=2 ; f(0)-0 T :y=2x 
b) F‘'(x)= -4 sin(2x) 





f*”" s’annule en 0 en changeant de signe d’où le 
point de coordonnées (0,0) est un point 
d'inflexion pour (£,) 

f(0}-0 d'où l'origine du repère est un point 
d'inflexion pour (6,) 

2) F'(x}=2cos(2x) 





CH4 TOME] 






- [1/4 


/ 


3) a) fest continue et strictement croissante s 





-1 


I É 1e 
[2.2] elle réalise donc une bijection de 


XX 
——,— | sur 
| 4 4 
ZT TI x 
=—,—h=| 9, ef 
r-2 Eh Lr D. |-[-] 
b) (G,1)=S,(G,) avec A : y=x 
4) fest dérivable sur H4 et 
4 4 
F’(x)=2cos(2x)40 d'où f'! est dérivable sur 
Z 
en 





(S°')'(x) = (avec y=f (x), f{y}=x) 


I 
J'y) 

H 2cos(2y) 2V1-sin*(2y) | 2J1- f°(y) 
(= 





2V1- x° 


FONCTIONS RECI PROQUES 








EX 9 : 

fu) = = 72 
f(x)- }-f(0) = lim X 

1) a) lim 0 122 





fn'est pas dérivable a droite en 0 
(£,) admet une demi tangente verticale dirigée 


vers le haut au point d’abscisse 0 
b) Fest dérivable sur ]0, I[ 
Mr 1+ x 
ect 





= 





l É 





2) Fest continue et strictement croissante sur [0,1{ 
elle réalise donc une bijection de [0,1[ sur 
I=[0.+x 


3) a)(£, ) admet une demi tangente verticale 


dirigée vers le haut au point d’abscisse 0 d’où la 
courbe de f' admet une demi-tgte horizontal à 
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droite au point d'abscisse 0 
= f'!est dérivable à droite en 0 
et (f")"a(0)=0 
b) + (F)'a0)0 
* fest dérivable sur ]0,1[ 
1+x° 


et fx) = © 

2Vx(-x 1 
d’où f ‘est dérivable sur f(]0,1[7=]0.+2[ 
* on pose y= f(x) xe |0, is ye JO,I[ 


#0 vre]O.I 


L] 


fOo)=xS =X 
F 








sy=x-Xy Sexy +y-x =0 
A=1+4x" >0yv 


. -1-V1+4x" 


pe 0 
2x° 
"= —1+V1+4x 
| 2x° 
. | 4 
d’où Fa ESS pour xEe ]0.+0[ 


2x° 
1 


_—. pour x€ ]0,+o0[ 
+4x 





ge |- 
X 


C) (6, .)=S$,(6,) avec À :y=x(voir figure) 
EX 10: 


TOP . xe[-Lil 
l-x 





1+x | 
la fonction : x > —— est dérivable et strictement 
-X 


positive sur ]-1.1[ d'où est dérivable sur ]-1.1[ 


l+x nu. 
(1 - El 


FONCTIONS RECI PROQUES CH4 TOME i F 
b) 3) a) fest continue et strictement croissante sur 2) 
fG)- FD Ie Es [-1,1[ elle réalise donc une bijection de [-1,1[ sur: 
En © > lim —,}— L. 1. 
x-#-1)" x+] a x+1V1- x JAC-1,1D J =[ fC-1jiim GO] =[0, +] 





l 
RAR DE 6 b) C 1)=5G 7) A : yx (figure) Î 
(£'; ) admet une demi tangente verticale au point 
d'abscisse (-1) 


C) lim f(x) = lim CE = +0 EX 11 : 
1—+ x 7 Ds — 
la droite d'équation : x=1 est une asymptote à (4 1) SE 
LA) = -—_—— 
d) LD = —"— > 0 Vxe |-LI[ Vx? +2x+2 
(-x)VI-x 1) fest dérivable sur R 


l 
LE ———— — ———0©0 
(x° +2x + 2).Vx? +2x +2 


: , (x+1)? nn 
e Lim f{x}= lim | — == Jim 3) 
D ae lo 





2) a) A(0,1) 
(T) : y=f(0).(x-0)+f(0) 


b) 
Je-0+ De Eee fi 
I-x l- x 
I-x<1= Vi-x? <] 


> f(x)-(x+1))2>0 
(& ; ) est au dessus de (T) 


[Cf / x=1 


7 
7 
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2) a)*pourxE€ D,=R , (-2-x)e D, 
É (-2-x)t 1 


-2-x}= 
one Jt2-x)° + 2(-2- x) +2 
LRU we 
Vx° +2x+2 


d'où I(-1.0) est un centre de symétrie pour (6) 


I 
DÉRE  — 
De (x° +2x +2)Vx° +2x +2 
-3(x+1) 


; re +2x+2) x +2x+2 








X -20 | 
f‘’(x) + L 
f ‘’s'annule en changeant de signe en -1 d’où 
I(-1.-1))est un point d’inflexion : [(-1,0) 
3) a)fx}x > Îx)-x=0 
on pose h(x}=f{x)-x 


l 
RE — | 
(x? +2x+2)Vx° +2x +2 


x +2x+2=1+(1+x) >1 
— h'(x)<0 , hest strictement décroissante sur R 


h est continue sur [0,1] 


h(0) x A(1) = —1)<0 


Ron 
RS 


d'où l'équation h(x}=0 admet une solution & € ]0,1[ 


comme h est strictement décroissante sur R, alors 


(6:)NA={A(a,a)} 


a est unique 





4) T:y=f(-1Xx+ 1-1) 
T:y=x+1 
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X=-1 F 


L 
ZA 
TT. 


x=1 


5) a) fest continue et strictement croissante sur R 
elle réalise donc une bijection de R sur 


JR }-]-L,I[ 


b)(G,:)=S,(6,) A:y=x 
EX 12 : 
; Si 
g(x)=tg(rx) ; x E À 


1) _g est dérivable sur El 
5 


g'(x)=r(1+1g"(xx)) > 0 





lim (xx) =(Z) 
na 2 


— lim g = +0 
lim fgx = +0 Gr 
# 
ns? 


[ 


2) g est continue et strictement croissante sur ]- 


D | — 


3 
5 


elle réalise donc une bijection de ]- [ sur 


D |— 


20 lin £, lim a =R 
{=3r (=) 


2 


FONCTIONS RECI PROQUES 
3) g est dérivable sur += . [ 


et g'(x)=z{(l+g (zx) #0 d'où g l'est 


dérivable sur e0-2 à 5 D=R 
en particulier g est dérivable sur ]-c0,0[ 
4) xe]-x,0[ 


sd 
G(x)= g '(x)+g © 
a) g° est dérivable sur ]-x,0[ 
la fonction U :xH É est dérivable sur }-.0[ 
x 


et U( ]-.0[ }= }->.0 


g "est dérivable sur ]-+.0[ 
d'où la fonction : x +> g'"'( à; est dérivable sur }-.0[ 
x 
par suite G est dérivable sur ]-2,0[ 
Î il 
CD = (8) +) EN 
À x 
F7 Ï ol 
GC = (8) x) -—- (8) 
x x 
calculons (g ")'(x) pour xe ]-v,0[ 
on pose y=g'(x) xe ]-æ.0[ .YE bd 
gOPxX — tg(ry}=x 
: L ] 


su l 
= Ÿ- x° TT 





d'où G'(x}= =0 Vxe}-,0| 


b)G'(x}0 ; Vxe]-0.0[ 


d'où G est une fonction constante sur }-e.0[. 
-] 

SEE CIRE CIRE CIE 

-] . —| 

1,8 (1) == 
car g( À 1 ,g (-1) 2 

C EU _ 
= g''(x)+g'(—)=— 
x 2 


> g = D :Vxe|-,0[ 


71 


CH4 TOME 


EX 13 : 


h(x) = cot £C) x e [0,7] 


Ï 2 X 
1) h'(x}=-—(1+ corg* —) < 0 
2 2 
h est continue et strictement décroissante sur ]0, 


elle réalise donc une bijection de ]0,x] 

sur h( J0.r] }= [ht ), lim x] = [0.+oo[ =R, 
: 

2) o…=h" 

J est dérivable sur ]0,x] 

et HD l+cotg(S )) # 0 

d'où est dérivable sur h(]0,7])}=R, 


I 
! a —_ : h 
Rp pG) (y=p(x) ; h(y}x) 


SRE rl 
1+(A(y)Ÿ 


| 2,) 
-—(1+cot g°(- 
7 cotg (5) 
' pa. + 
ross 2 
: ES 


b) v'R=p(D) 


p'x)= 9 


Ce ho : D 





(x) = = 
en 1+ x° 


IX TI 
c) ns) — (1) 


on pose : f(x)=p(x)+w (x) 
fest dérivable sur ]0,+[ 
F'(x}= px) +y (x) = 

J est constante sur ]0,+[ 
f(1)=p(1)+y(1)= 7x 

d'où f(x)}=7 ;Vxe ]0,+o[ 


= @(x)+w(x)=7 pour x>0 


| FONCTIONS RECI PROQUES 


EX 14 : 
f(x)= x.VI- x° :xe{0,1I[ 


1) fest continue sur [0,1], dérivable sur [0,1] 





1-2x° 





POS pour x € ]0,I[ 








2 
2) g(x)= f(x) 3: x À 


a) g est continue et strictement croissante 


sur Rue réalise donc une bijection 


ah 


be g' est continue et strictement 


j ] 
croissante sur Me 


e g' est dérivable sur 10.2) 


V2 


on pose y=g''(x) avec xe[0.>]. ve ne] 
S gy)=xe yJ1- y zx} (1l-y)=x 


2-7 +200 (p 5) = 





es 1}! 1-4x° 
21 2 
l NU 1 L 
sde NT car y < È 
2 p. F 
1 = 
7 =JU-vi-4x) 
| ; 
FU. JU vI-4x°) car y > 0 


g'(x) = IE VI - 4x° 
\ - 
| æ 


| 


CH4 TOME I 
] 
eee 
U +1 = f(U,) 
a) * pour n=0 ,ona0<U, =-<> (vrai) 
* supposons que : O<SU, < : 
et montrons que: O<U,., <= 
O<U, <+ 
cé 
— 
fest croissantesur Lo.) 
: I 
KO)< f(U,)< f() 
= 0<U,., «#3 > O<U,, <! 
4 2 
conclusion: OSU, s> :VnenN 
3) b)U,.. -U, =U, J1-U® -U, eu -1] 


=. ———— $0 carU >0 


Cr +1 TT +1 
d’où (U, ) est décroissante 
c) * (U,,) est décroissante et minorée par 0 elle est 
donc convergente 
* soit / sa limite 
O<U, < : = OSIS 


U,. = S{U,) 


À 
2 


f est continue sur Lo] d'où /=f{(£) 


0e Ni-Pl=re PAPE SOS 1-0 
d'où lim U,=0 


+1 
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EX 15 : n>2 


LG) = x" +7 +... +x 1 
1) =" +(n- x? +..+2x +1 
f@>0 :; Vxef0, 
f. est continue et strictement croissante sur [0.1] 
elle réalise donc une bijection de [0,1] sur f ([0,1]) 
f,([0.1D= [80.7 D] =[-1n-1] 
2) a) f, est une bijection de [0,1] sur [-1,n-1] 
comme Oe-1.n-1], alors il existe un unique 
réel &, e[0.1] tel que: f (a, }0 
f (0)xf.(1}-1-n<0 = 0<a, <] 

b) pour x # | 


1-x° | 
x"+x"! + Heu ) comme étant somme de 
à 


n termes consécutifsd'une suite géometrique de raison x 
n 


f (a,) = ea (— n_) _ 1=0& a (l-a')=1-a, 





a, 


a,-a""=]1-a a," =2a,-l 


n n 


3) a)ona:f,.(x)= f(x) +x" 
J,(a,)=0 
La (a,.)=0= j,(a,) 


AC et ) + = f,(a,) 
— n+l (&..)<f,(@,) Car a >0 


EE — 
— &.. <a,  carf, est strictement croissante 
par suite (a, ) est décroissante 


b) * (a) est décroissante et minorée par 0 
elle est donc convergente 
“a, 20 


= (a) >0 
+ 2a-1>0 (1) 


CH4 TOME Ù FO 
déterminons &, ? 
f,(x)=0 > x?+x-1=0 avec x e[0.1] 
V5-1 
2 
v5-1 


2 


(a, ) est décroissante d'où pourn 22 = a, < dl 


V5 -1 re = Le 
= (a, ) 
2 
5-1 >"! 
2 





 X— 


da; 





> 4, = 


(2) 
= ls 


(1)+(2) = 0<2a,-1<(— 
GB 


Le 


lim (—— )”*'=0 car -1<—— <] 


= 20 -1<\ 


d'où no -]} 0 


lim a,=-— 


13420 


EX 16 : 


A/ 
f(x)=-x+Vx +8 
1) a) 
* lim f(x) = lim(Vx? +8 — x) = +00 
* im f(x)= lim(Vx" +8-x) 
= lim RL, 
Ne x? +8+x 

* lim(f(x)+2x)= lim (Vx° +8 + x) 
= lim} =0 

x—-0 x+8-7x 

b)* lim f(x) =0 
(£, ) admet la droite d'équation : y=0 
comme asymptote au voisinage de (+c0) 
# lim (f(x) +22 = 0 


A : y =-2x est une asymptote à (6 ,) au voisinage 
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f[12Dc[1,2] car 2V3-2>1 
X 


Vx° +8 


2) Fest dérivable sur R 2) f'(x)=-1+ 


_x-Vx? +8 


























2x x 
+ = — Vo Ete 
f'(x) 2 2 +8 x? +8 f(x) FAie 
2 +8>x° + Vx° +8>|x] = x? +8>x ISx<2=1<x<4 
— x-Vx2 +8<0 d'où f'(x}0 VxeR 9<x+8<12—3<Vx+8 <213 
RP" 
23 Jx:8 3 
] x 2 
d'où —< <— 
23 /x:8 3 
3) fest continue et strictement décroissante sur R , x | Fo ] 
elle réalise donc une bijection de R sur — “Tee in ce F3 
J=AR }=]0,+c0[ + 2 
4)a) f(x)=x -x+Vx +8=x es Vx° +8 = 2x > 1-7 =<3 
* l'équation f{x}=x n’a pas de solutions dans ]-c,0[ VE J 
* dans [0,+o[ d'où pour x e[1,2] |f <= 
L 2 8 2 (8722, Us =1 
fR)=xe x +8=4x x 2 SX= = — V6 | 
’ 7 3 U,. = f(U,) 
s,= {56} a)*pourn=0 1<U,<2 (vrai) 
3 * supposons que 1 SU, <2 
* montrons que ISU., <2 
2V6 216 HR 
DÉONÉ JE NME ISU,<2=U, ef[1,2]= f(U,)e f([1,2)) 
DU, efl,2] carff[1,2)cf1,2] 
5) conclusion: 1SU,<2 VnenN 
b) d’après 4) a) 


5) = /8 


fest dérivable sur [1,2] et | f | < 2 
A Y=X 


À 


Cf-1 


B/ 


1) f est Continue et strictement décroissante sur 


[1,2] d'où f([1,2})-{[R1),2)))={ 243 - 2 2] 
74 


FONCTIONS RECI PROQUES 


u, «8, ef12] 


d'aprés le théorème des inégalités des accroissements finis : 


RE 
c) U, ru fa 
fs? “4/5; 
v-fis20.-f7 


multiplions membre à membre et simplifions : 


le / 7 7 

__Î& Lyr 1- /8 

| sc à 
225 | 
lim(=)".1-,/8, = 


Dr 
Faire 


> 








d'où lim(U, - 


> limU, = ë4 


T7 





EX 17 : 
RER ENT 
D EX ——————©ÙÛ = 
V81 ÿ3: 
Psp -2/ 
l 
EE. RE T3 
“1-8 = (Y8) = 2° =4 


Le LE NRE pue 
32 x 2 3V2.V2° x 2° 
_8V2x2V2x3x2 _8V2x2 16 x ÿ2 6. 
312.244 Va 4a 
3) a) (2+V5) =2'+3x 2° V5+3x2x (V5) 7 
= 8+12V5 +30+5V5 =38+17V5 
b) B=Ÿ38+17V5 - ÿ/38-17J5 < n'a pas de sens 


car 38-175 < 0 








T5 


EX 18 : 


CH4 TOME! 
D Vx=2 sx) xt8 

.=\Ÿ8 
2) ke =Bex = ex; aux 
s=\8,-45 


3) Yx2-33x+2-0 


dans R.: 
(E) = (Ÿx) -3.3/x+2=0 
on pose t=3/x 


l'équation devient : t—-31+2=0 

t'=1 ett"= 

le ÿx=-1S x=1 

HS ÿ/x-2S x=8 

Sa = {1.8} 

4) (1x) +8=-0 (x -1 =8 
SŸx-1=26 Yx-30x:-3 2 x28 
S, ={81} 


EX 19 : 
a) lim(x-x+1)= lim x° =+00 


d'où lim ae — x +1) =+0 


x +] 











b) lim À = Jim =] 
x—0 sin x x—0 sinx 
x 

d'où lim; = {1 =] 


20 Ÿ sin x 


RE 


FONCTIONS RECI PROQUES 
d) on pose fx)=Ÿ/x 


Fest dérivable sur ]0,+| 


] 
Haies 

Æ =. _ FL9-F2) 
| fo 
Ne 7 lim x-2 (2) 3/4 


e) on pose ue 





f est dérivable sur nl 
ANS 





-Sinx 
Fer 
3.Vcos” x 
-f(0) _ 
. x-0 
Vcosx-1 _ 
S n—— "0 
x—0 x 
D im 


7. 
GE 


lim — —= lim Les 13 
= lim ee 2 lim Ye He) = 00 
EX 20 : 
f)=x +%x : xeR. 
1) fest dérivable sur ]0,+00[ 
: l 
JS (x) =2x + >0 
af 
lim JG) = f 0) = Jim x + 


l 
dsl x-0 ES (Jr) .. 


f non dérivable à droite en 0 











CH4 TOME I 





2) fest continue et strictement croissante sur R. 


d'où f réalise une bijection de R. sur 
RR)=[ /(O).lim f[ =R. 
3) lim 2 = lim x+ 


rx ({xy Si 


(G,) ne une branche parabolique de direction 





celle de (O, j) au voisinage (+) 





EX 21 : 
fa)=xx ; xeR, 
1) im = _ = lim Ÿx = =( 


x 0" 


d'où fest Fur à droite en Oet f,(0)=0 


2) comme étant produit de deux fonctions 
dérivables sur ]0, ra fest dérivable sur ]0,+0[ 











3x (Yx) +x 
(x) = Ÿx + x( )= = 
ii RE RE 
Ne Ou 
3x) 3x) 3 


fQ)=x" 
Ra: | 
AOEESS = 
3)f'(x)>0 ; Vxe]0.+c[ 





FONCTIONS RECI PROQUES 
4) T:y=f(D).(x-D)+1) 


4 ] 
T':y-x-- 
Fa: 

tim LE = im 4 = +0 


(£) Le une B.P de direction celle de (O, j) 


Cf 
Ch 


5) a) fest continue et strictement croissante sur R, 
elle réalise donc une bijection de R. sur 
FR, }-{f(0), lim I=R. 

b) h=f"! 


h(1)=1 car f(1}=1 
f est dérivable en 1 et F'(yS 40 
d'ou h est Sr en f(1)=1 


th( = 
ds f'() 4 
c) Hx}=x S xxx © x(Ÿ/x-1)-0 
& x=0 ou Ÿ/x=1 x=0 ou x=1 
(£) NA={ O(0,0);A(1 ,1)} 


d) (GC, }S,(C) 






= ]-c0,-1]U[1,+c0[ 
1)* xeD,=x<-I oux2l =-x2lou-xs<. 
— xeD, ( 
= 1 = 8-1 2 

d'où f est paire 

2) pour x >1 


Ro=4/x 0 a 4x? 4 ( = V4) 2 
X X X 
b)* lim(x —1)=+00doù lim {x —1 =+00 
— lim f(x) =-0 


+ im tm 1/2 
X 


Jim""= lim 
ai 
“lim V0 


3) a) lim ee = Jim V2 = 
xl y] 
Rs a +] 
(x os De ee 
d'où f n'est pas dérivable à droite en 1 


b) la fonction : x H x°-1 est dérivable et 


strictement positive sur ]l,+x[ d'où 
fest dérivable sur ]1,+co[ 


2x 
PE —— 
4x? -1} 


c)f'(x}P0 ;:Vxe]l,+el 





FONCTIONS RECI PROQUES 
4) 4) A YTX 
pour x 21 ona: 
LISx = x°-1S<Xx ste 
= SX 
É d'où (£. ) est au dessous de A pour x 21 
b) fest paire 
(£,): la courbe de la restriction de f sur [1,+co[ 
(LG) Sion (6i) 
(£,)=(G)U(G2) 


lim Ju) =0 (£,) admet un B.P de direction (O.i) 
pe L x k 





is) a/ fest continue et strictement croissante sur [1,+oo[ 


elle réalise donc une bijection de [1,+[ sur 


R[L+e{ = [ fU1),lim 1] = [0 +eef = 
b) * f'est dérivable sur +00] 


et 
APT rer 4 x et D) 
d'où f' est dérivable sur f ] ,+00[ }=R° 
* fn'est pas dérivable à droite en 1 

d'où (£;) admet une demi tangente verticale 

au point d'abscisse 1 = (£  ) admet une demi 
tangente horizentale au point d'abscisse f(1)-0 
d'où f' est dérivable à droite en 0 et (f‘!), (0)=0 
Conclusion: f est dérivable sur R. 


€) (CS, (G,) 


CH4 TOME I 


EX 23 : 


D, =R, FO = x -2 +3 
1) a) pour x>0 


PAL LES xÜx _ x x 





te 2 re ] 
d'où CE Ne le 
l l 
be lim f(x}= lim x. — — |+3= -0 
LE h 


X—r+tx 








e lim —— re = lim sent 
xD Y +20 RE 3 x 3 
c) lim =—— 1) or 
14 3 


lim (f(x) +2) = lim Yx +3 = +0 
(£ , ) admet une branche parabolique de direction 


celle de la droite D: Ex au voisinage (+) 


2) a) lim A0) im 9) 


10° lim X 


| : 3 
= [im —— -] + —=+00 
+07 [2 x 


f n'est pas dérivable à droite en 0 


b) - la fonction :x + Yÿx est dérivable sur R° 


. -X 5 . 
. la fonction : x > + + 3 est dérivable sur R° 





Lx) = = - 
©) f'R)= Ua 


f=08 x 218 x =] :(XeR ) & x=|I 


eo X>1 = x°>1 = Jr sr 4 > f'(x)<0 


Ve 





FONCTIONS RECI PROQUES 


d) * fest continue et strictement croissante sur 
[O.If REO.1D-0.— 5 0e. d'où l'équation : 


f(x)=0 n'a pas de solutions dans [0,1[ 
* fest continue et strictement décroissante 
sur [1,+x{ , elle réalise donc une bijection de 


[1.+00f sur RC +=} 


11 PT ï 
comme D € ES") , alors il existe un unique réel a 


e[1,+[ tel que fla)=0 
conclusion : a est l’unique solution de l’équation 
f(x)=0 dans R° 


f(16.6).116,7)}<0 =16,6<a<16,7 (calculatrice) 





EX 24 : 
A neN 
XXE x" +3x-2 
1) a)f,(x}=(2n+1).x" +3 > 0 





=R ona(-x)e D, 
#6) = (D 4 3() 22 

=4-(x""" +3x-2)= 4 f(x) 

1(0,-2) est un centre de symétrie pour (£.,) 


b)*pourxeD, 
—3x-2 


conclusion : 
c) f(x) = 2n(2n +1)x°"" 

L s'annule en 0 en changeant de signe 

d'où 1(0,-2) est un point d'inflexion de (4) 


2) a) f(x) Ex x x x 1) 


1(0.-2) A(1,2) 


/\ 
B(-1.-6) 





b)(6,)N(G,.,)=4{1(0.-2): A(1.2): B(-1, <6)} 
3) a) f, est continue et strictement croissante sur R 
elle réalise donc une bijection de R sur 
f,R Jim lim | =R 

b) f, est dérivable sur R et f'(x}=(2n+1)x*+3 4} 


d'où f:' est dérivable sur R 
l ] ] 


UOYCS Eu (6) (1) 2Zn+2) 
I 

(fr Pan" en 
LI 

(£,)(-2)= ne =: 


4) f. est une bijection de R sur f (R) = 
comme 0 € f. (R) alors il existe 


un réel x,, tq f(x, }=0 
f,(0)xf,(24 1-2) (34 °°" <0 


& 


me, O<x,<74 
b)f.(x,)=0 & x°*!+3x -2=0 
2.5 22"1 


3x, =2x" x = 
c)O<x, s° TES A" 


d) lim GP = 0 d'où lim x2*!=0 


2n+l 
2x 
"3 
2n+! 2 
lim, = fm = 2 
n—+x n—+x 3 3 


FONCTIONS RECI PROQUES 
B, n=l 
= UE x +3x—2 
Lx 
1) ph RE +2 xe[o.21 
x'+3x-2 2x°+2 2e Dr 
Ra 3(x° +1) "NL 


pour x e[ 0,24 ] = 0OS<xs] 


2 1 
mp<x <x 0<I+x Sl+x = 0< 








a) @(X)7X- 





D 


<2 1+x 
244 


<< = 0< p(x)< = 


@ est continue sur| 0,2 





” 


4] euie(2%ef0.%] 
(2x+a@) 


+1) on a: f(aæ)-0 


SE) 2 
JO) SX) (x) 
(x -a)+3(x-a) 

3(1+x°) 
(x-a)x°+ax+a°+3) 
3(1+x°) 


b) p(x)-a=(x-a) 
(x)-a = x— 
(x-a)- 


(x-a)- 


ae (x° +ax+a°?+3) 
3(1+x°) 


2x -ax-a° 
3(1+ x?) 
2x +ax-(2ax+a°) 
3(1+ x°) 


(x-a). 


=(x-a). 
(x-a 


ÉTEr x°) 


_ (-aXx-a)(2x+a) % (x-a) (2x+a) 
H1+x°) 3(1+x°) 





D Lx(2x +a)-a(2x+a@)] 


CH4 TOME I 
0<x<7 et0<a<}, 
=|x-a|<74 
0<2x<Y H0<2x+a<2 
= (2x+a)|x-a|<4 


: I I 
1+x? >1— <1= < | 
1+x° H1+x°) À 


(2x+a)|x-a] 4 2 








d'où ——<-<- 
H1+x°) 9 3 
(2x+ œJfx- Lt 

d) Jp(x)-a| = . {ka 


(2x+a)|x-a| _ 2 s2 
31+x°) 3 


d'où lp(x)-al< Shea 
U, =0 
2) | 
U,, = o(U, ) 
a) * pour n=0 ,0<U, <= (vrai) 
* supposons que :0<U, <— 


* montrons que :0<U.., 


IN GI 


U, € 0.2] = p(U,)e 0.2] d'aprés B/1 )a) 
D U,,,€e Li] 
3 
conclusion: OSU, <= ; VneN 
2 
b) d'aprés 1) d) [o(U,)-al <—|U,-al 


—, 





sels HU, -al 


2 
c) [U, -al< 3 lo - al 





U, -al< <|U, -al 
3 


soso sessseusse 





FONCTIONS RECI PROQUES 


multiplions membre par membre et simplifions on aura: 


[U, als 0-a| 





2 
ÜU -al<(-)"a 
[U, -al< (©) 
im ("a =0 d'où lim(U,-a)=0= limU, =a 
verifier que : RY V2 +1-3YV2-1)=0 


EX 25 : 


partie A : 


V 
SX) = re $ Vxe[0,I[ 


«0° 


3 
1) a) HR EI im + = lim | = 0 
x-0 0 XYI—-x 0 Vlr 


d'où f est dérivable à droite en 0 et f,'(0)-0 
b) f'est dérivable sur ]0,1[ 
r,, 3x -2x 
1-x _ (I-x) 3x -2X 





(——) 
(OX) = ———— = ————— = —— ——— — 
{ > | "4 ) Fa 2A1—x)Vx - x? 
1 x 1 x 





CH4 TOM!I 


x 
lim f(x) = lim — = +00 
si xl 1 = x 


#ft bol, sd 
OT: y PEUX 3) + f0) 





FLE 
4 
T 
C 
à 
(/ 
/ D 
0.5 Q 
Cr | 
Na | 
2) C2 Sox C1) 
3) C=C;, UC) 
3 3 
M(xy)eCs y= bæ ou y =- ee 
V1 1x 
és x rs 42 2 
= DX =} —xy 
1— x 


& xx +y*)- y" =0 


FONCTIONS RECI PROQUES 
Partie B : A(1,0) 
1 Axe 


a. LES 2: _L 
(GXx-5) +} 4 


2) D:ymX 
3) a) N&y)e DR 
y=m.x y= mx (1) 
| SN IE cu A 
é @esY +y° a me) +m° x a” (2) 


(2) mx} -x+mx =0 x[(+m)x-1]=0 





=x=0 ou x= 











1+m° 
or N#O 
| 
! het ee et = 
d'où x de YLm 
1 m 
NES 
l+m° ]l+m 
b) on a : Q(1,m) 
OM = NO 
Lu = LA 
XX 7 M 2 
IP CE CR ce 
Yu = Yo Yn ne m 
M 14m 


C)xu(xi +YÈ)-yr =0 
d'où MEeC 

4)M(xy) eC <> x(x°+y°}-y}=0 

a) pour x=0 on aura y=0 ; M=O E€e (FT) 

b)x#0:m=} — y=mx 

x 

X(x*+y?}-y}=0 d'où x(x? +m°x°)-m°x° = 0 
S x [(1+mt)x mm ]=0 


2 3 








D X= r (carx # 0) et y= Ê : 
m 1+m 
M E(T) d'aprés 3) b) 
Me(T)=M 
c) LITE OS 
MeC=MeEet(r) 


CH4 TOME I 


partie C : 
1>0 . D':y=tx 

| | t' e 
d'aprés B/on a:M(—— ) 


145 l4r 
A(1,0)  P(0,y,) 


s 
SU ne 
xF| | AM !*! 


3 








A t 
1+r° 

AD ANA + Yp 3 

det(AP,AM})-0 5 — +20 Y=t 
1+4 1+#t° 
d’où P(0,t) 
b) A(1,0) ; Q(1,) 

AQ=V0? +1? = =1 
2) OP=t" et AQ=t 
AQ° = OP 
AQ = ŸOP 
prenons OP=t on aura AQ=ÿ/t 
EX 26: 
partie À : 


JG) =sin( x) ;: xe[0,1] 
1) a) fest dérivable sur [0,1] 


fee 2e 
FRS cos x) 


O<x<I = 0STxST = f(x) > 0 





fest continue et strictement croissante sur [0,1] elle 


réalise donc une bijection de [0,1] sur 


f([0,1D=[#0).K1)}-[0.1] 


FONCTIONS RECI PROQUES 
b) =, / "0-1 


(= LE. Es 


2) a) fest dérivable sur fe. Il 
el FT Coste x) 40Vre [o, I[ 


d'où °° est dérivable sur f([0.1[ )=[0.1[ 
l: 4 


l 
b) (FC) RS 
2 .. )) : z 3 





F” = 
C) (F7) (x)= —— FF GG) ee (avec y=f"(x) : Ry}=x) 


Dee R es RE (car cos( Z y) > 0) 
TCOS( Tr) 7, j — sin (Z y) 5 
2 2 
Rss 6 
z1-f°(y) xN1-x 


3) 


Cf-1 


1 _ & 
4) V =- — 
)F pi, 


a) Sp 





Ds Ds fe D 


n ] n k n ] 
jé = — 
F2 ÉZICIA EC) 
= Sr) SV. xn ONE 
+ n rer n 
=, nf) SnV. < nf) 
n n 


sf hsr. sf) 
n n 


CH4 TOME 


b) lim L =0"  fest continue en 0 à droite 
n—+r+s n 
d'où lim f)= f(0) = 
ner n 


ae al 
de meme : lim f(—)=0 
n-v+T n 
d'où limF =0 


5) on pose DRE TER à 
f(x) 





2 
p est dérivable sur ]0,I[ 
SX) 7 
(x) =- +—|<0 
F £ (x) 1 


@ est continue et strictement décroissante sur Jo. Il 


elle réalise donc une bijection de Jo.1[ 
sur q{ Jo. I[) = Jim p, img] = | - _ ] 
l | 
comme 0€ | - : sal alors il existe un unique réel 


a tqap(a)}0 
7 


PA ] 
par suite l'équation : x = : x admet a comme 
x 


unique solution dans ]0,| 


] 7 
e0)=v2-2 


eaD=}-5 5-2) 


comme 0€ ef alors a <) 1 


FONCTIONS RECI PROQUES 
partie B : 
1h) gx) "(sinx)+ f (cos x) 


a) la fonction : x + sinx est dérivable sur b 2] 
T 
et sin( b 2] > J.I[ 
comme f”" est dérivable sur ]0.1[ alors: 
la fonction : x > f'(sinx) est dérivable sur b | 
. de meme la fonction : x + f'(cosx) est dérivable 
T 
0,— 
sur | :| 
| h , 
par suite g est dérivable sur b. 2 


g'(x}=cosx.(f")'(cosx}-sinx.(f')'(cosx) 
2sinx 

b)g'x}=0 ; Vxe LA 
g est continue sur 10.7 | 


.ù TT 
d'où g est constante sur 10.7 | 


Tu Br Brita 


d'où g(x}=l ;Vxe La 7. 
= f'(sinx)+f"'(cosx}=1 


2) h(x)=2x.VI-x* : x eo. 





a) h'(x}=2VI-x° + 2x( A 
2V1 





CH4 TOME I 


b) h est continue ct strictement croissante sur [0,/] 


— h([0,21)}=[h(0).h(2)]-[0, 8, 


3) k(x)= f (2x Vi -x°) 
k(x)= f'oh(x) 
3 


h est dérivable sur [0,/2] et h([0,/2]}= [0. 4 


comme f'' est dérivable sur À) 


alors k=f ch est dérivable sur 10. | 





2-4x° 2 
k'(x}=h"(x).(F)'(h(x))= © 
1 x° 7! -4x" (1-x) 
2(2-4x°) 4(1-2x°) 


È fzN1- x° A 2x} . x(1-2x°)V1- x° 
4 


ZN1- x 


k'(x)=2(S ‘)(x) 
k(x)=2f"'(x)+c 


C2, 2.1" C2 


d'où f '(2xV1- x° )=2.f (x) 
EX 27 : 


partie À : 


: we[o.z| 


)+Cc=l=l+c3c=0 


Si xX>0 


—]+V1+x 
PE 


J(0)=0 


1) pour x>0 


a) lim f(x) = lim ——— Été 


20 x(1+Vi+x) 
= lim —© © =0= f(0) 
ENT Es 


= f est continue à droite en 0 


84 


FONCTIONS RECI PROQUES 


b) pour x>0 
fx)-AO) _ = + V1+x° 
x-0 x 
SHARE sn ee 
e[1+Vi+x] 1+4V1+ x? 
._ JR) -f(0) _. I I 
ir ET 2 Jim ——>© = = = f, (0) 
Re 0 1+Vi+x 2 : 


c) Ty 2x ; X20 
pour x>0 


Vite 1 1 
x 


Go » 2x 
21+x°)-(2+x°) 


f-5x = RE 
2x[2Vi+ +(2+%x ] 
Rae 
2 2[2 1+ x° +024) | 


(& ;) est au dessous de (T) 


d) re x>0 


—= — x- (-1+VI+x?) 
f(x) 2V1+x° 5 


x — VI+x° (-1+ V1+x°) 
x V1+ x° 


f'x)=——— > 0 
x° V1+x° 


SX) = 


car 1+x°? >1 





6 ] ] 
lim f(x)= lim(--+,)-+1)=1 
-P+rx 1 —H+0 x x 


e) y=1 est une asymptote à (£,) 
au voisinage (+) 


h 2V1+x° —(2+x°) 


85 
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f-1 


VA 
y=1 LE Gi 


=1 


2) a) f'est continue et strictement croissante sur [0,+co[ 
elle réalise donc une bijection de R. sur J 
J=R.)=[0,I[ 

b) on pose : y=f (x) 


V1+y° -1 
/ 


Sl+y =xy +2xy+1e y[(1-x?)y-2x]=0 


xe]0,I[ ,yeR; 


& f(y)=xe =x< Vl+y =xy+l 


&(1-x*)y=2x car y#0 





ex pour x=0 — y=0 

-X" 

d'où '(x)= ; Vxe[0,I[ 
— X 


c) (G, )= S, (G,) avec A:y=x 


partie B : 
g(x) = f(x) pour x [0,1] 


Fe =| 
U,. 7 g(U,) 


1) a) * pour n=0 ,jona :0 <U, <1 (vrai) 
* supposons que :0<U, <1 
* montrons que : O<U,,, <1 
O<U, <S1 = g(0)<g(U,)< g(1) 
car _g est strictement croissante sur [0,1] 
d'où O<U,,, <V2-1<1 


conclusion: O£SU, <1 ;VnenN 


FONCTIONS RECI PROQUES 
b) pour x e ]0:1] 


Cite 21 (+1 Ta =. 
X x(V1+x° +1) Rare 


fx) < x d'aprés |) c) 
> OR x d'où g(U,)< U, 
VAS U, VneN 
c)*pourn=0 U, =1< I (vrai) 
* supposons que U, < GY 
* montrons que : U.., CG Ly 
rail... s U, et U, Cr LE. <()" 


VneN 


n , 


onclusion: U, + : 
] 
O<U <(-) 
£ C) 
m (Y =0 d'où Jim iU, = 0 


a) U,., = f(U,)=U, = f'(U,.) 





20 
| TIC. Ps 
b) * pour n=0 , U, = 1= (=) (vrai) 
* supposons que : U, dt 
* montrons que : U,,, = 1g(— en ) 


CH4 TOME I 
LE F g,) ie. Ur 


L+ 4/1 NE 
U 


A  (higx= = 
1+ l+ 8 Cu) re 


D) 





U cos(——— )4g(—"— 


U À L 


n+l 
1+ ne 1+ cos(—T.- 
cos” (—— 


a ) 


_ = ) _ Zn 


Fe 2cos*( 


)cos(_—). 
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) 


2cos”( 








ne es 


x FT: 
: 1+cos x = 2cos"— ; sinx=2sin cos 


d'où U, =1g(-7 


> ) 





conclusion : VU, =1tg(——) ; VneN 


TE 
3) V,=2'U, = ex )= el 








L x 
[ APTE 1 te( T x) 

A = — + = CT) avec h(x}= 4 

[2 - 
lim a =0 
n-+0 D" 

IT 

gx) 

lim —4 7 
n—0 x 4 


d'où lim = A 
* +0 4 


FONCTIONS RECI PROQUES 


EX 28 : 


partie A : 
FE V1 +tex EN <|-1.1 


1) a)*pourx€e HA .tgx>-1 = 1+gx>0 
* la fonction : x H 1+tgx est dérivable et 


« — TI 
strictement positive sur HA 


d'ou f est dérivable sur ee 
4 2 


1+g° x 
* ÊX)= — 
2,/1+1gx 
boxe LEA 
4 2 
ff) 
die le 
x+7 x+7 x+7 Vite 
4 + à 
= +00 





* [im - 
ot NL + (gx 


* on pose : {(x)=1+tgx ; o est dérivable sur HA 


et p{x)}=1Hg°x 








IT 
p(x)-p(-—) 
lim ar 4 ste 
' Ar sue stef Le 4 
; 4 
4 à 
IT 
lim PO is (te, ur 
HT Re en) He V1 +1gx 


+ Ti 
fn'est pas dérivable en ( ur ) à droite 
* (4) admet une demi tangente verticale 


au point d'abscisse en 


CH4 TOME I 


C)pour x € H4 
4 2 


FRE 


ie 








P/2 


P/4 


2) a) fest continue et strictement croissante 


sur [ M ÿ È [ elle réalise donc une bijection 


de [ ee. , À [sur J =[0,+21 
b) g=f" 
x x 
——)= 0)=-— 
S\ 3) 0 — g(0) 1 
S(0)=1—g(1)=0 
fs V2 eD=7 
c) (6,)=S,(6,) avec À : v=x(voir figure) 
3) (£,) admet une demi tangente horizontale au 


point d’abscisse 0 
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FONCTIONS RECI PROQUES 
= g est dérivable à droite en 0 et g,(0)=0 


* fest dérivable sur |-T,7 
4 2 


1+g°x 
et FX} ———— 
2/1 + rex 


d'où g est dérivable sur fe. 2D = ]0,+c[ 


# 0 


conclusion : est dérivable sur J=[0,+o0| 
pour x € ]0,+o| 





ei 
EE cn 


soit y=g(x), {y}=x; V1+gy = x,1gy = x° -] 


(0 = 2 21 + 1e | 2VI+x°-1 — 2/xl 
. l+1g y +2) xt 2x +2 
2x 

(x) = carx>0 

UT pra 
2x0 

* Det 7 ss 
Ne 

7 2x 

d'où gx} : VxeR. 


x' —2x? +2 
l 2n 

4) Ü =— k) ;MEeN 

) U, 1280) (ne N) 


a) fest strictement croissane sur | +2 
d'où g est strictement croissante sur [0,+c| 
n<Sk<2n= g(n)< g(k)< g(2n) 


= À gun Ÿ 8 < Sen) 
k=n 


> (n+1)g(n) S(n+1)U, S(n+1).g(2n) 
= g(n) SU, < g(2n) 


b) lim = 
x 
— lim g(n)= 7 


d'où limU, = 


t—+7 
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CH4 TOMEI 


_partie B : 
] ] | 
2el +2) Si xX>0 
h(x) = 
7 si x=0 


1) a)*hest continue sur R° 
comme étant composée de 2 fonctions continues 


f: ù ] . TI 
* continuité en 0: lim ,/1+—=+0 : lim g(x) = 3 


1-07 X 
Uri 7 
d'où lim h(x}=—=h(0) 
10° 4 
h est continue à droite en 0 
conclusion : h est continue sur R. 
2 ] : 
b) la fonction : x > 1+— est dérivable 
X 
et strictement positive sur R° 
. à ] x é 
d'où la fonction U: x + ,/1+— est dérivable sur R. 
x 


U(R° }= ] | 


comme g est dérivable sur ]1,+c0[ 


alors h est dérivable sur R° 


8" bu De; —= |.g| es " 
PTE 

2h+' Je 

Y _ ne X 


PET ES 
({14+-ÿ-2(/1+ +2 1+.: 
x x x 


] —|] 

d'où HO, œ y ——)=-— 
14 : 2x +1) 
x 





h'(x) = K 141 D" 


2) a) x>0 

h est continue sur [0,x] et dérivable sur ]0,x. . 
d’a”prés le théorème des accroissements finis il 
existe € € ]O.x[ 


IT + 
tq : h(x)-h(0)-(x-0)h° h(: TRE =—— 
q:h(x)-h(0)-(x-0)h'(c) > A(x) a 13e) 


FONCTIONS RECI PROQUES 
b) pour x>0 

h(x}-h(0) __  -1 
x  2{l+c) 


lorsque x — 0° 





c —0° 
RACE she 
0 x 0 {1+c) 2 


d'où h est dérivable à droite en 0 et h, (0) = . 


c)h'(x} 0) <0 








jrs he 
X +2 x 


d'où lim HG 1) 0 


3) h(x}=x & h(x)-x=0 
pourxekR, on pose yw(x)}=h(x)}-x 
| 





"one 
x 
0)=7 
y(0) 2 


lim w(x)= lim A(x)- x = -0 

T—H+1 [+1 
y est continue et strictement décroissante sur R. , 
elle réalise donc une bijection de R. sur 


T 
Rs fn? ] 


comme Oew(R.) 
alors il existe un unique réel a eR, 


14 y(a)-0 
7 
0)=— 
y(0) 2 


] x 
1) = — 2)-1=—-] 
y(1) 78192) : 
W(0)xw(1)<0 = O<a<I 
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CH4 TOME I 


I 
U{1+x°) 


x 20—1+x 215 ——<I 
l+x 





b) [h'(x)| = 





l l 
_—_.. 
A1+x) 2 





== 


] 
h'(x)\< — 
ras! 
4) V,ER, /{a} 
Ci = h(V,) 
a) h est dérivable sur R. et |h'(x)| < =: 


aetV EeR, 
d'aprés le théorème des inégalités 
des accroissements finis : 


[h(V,)- A(œ)| < P. - al 





= |V,., -al <= V,-a| 


b) [V, als ” 


nono nesseseses 


conso csenevosssesesens 





[V, -al< . V,. -a| 
2 
multiplions membre à membre et simplifions on aura: 
V, -al< GY V, - al 








im (D) IV, -al=0 d'où lim(V, -a)=0 


= lim =a 


n—+21 


Primitives 


x —l+1g? x 
x —1-Cos x 
impaire 
LE 
2U{1-x} 2 
5. x xsinx+Cosx 
Vrai - Faux : 
1. (Vrai) 
En effet : cette primitive est 
dérivable sur R d’où elle est 
continue sur R 
2. (VRAI) 


BSD 


X — 





js il 2. 

X Sin— sinx>-0 
F(x) = x 
0 sin x=0 


F et dérivable sur ]0,+co[ 
Fr)= 2x in) + x° ee Cos 4 
x x x 


F(x)=2x ne - ee 
x x 


F(x) = f(x) pour x > 0 
Montrons que F est dérivable 
a droite en 0 et 
F,(0) = f(0)=0 
pour x >0 
HOUSE E(0) = X sin( 

x—0 x 
—]<sin < 1= 

x 


SES 
x 

ES 

d'ou 

.. F(x)-F(0) 

En ———— =0= f(0 

Ds J (0) 


Conclusion : F est une primitive 
de f 
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ch 5 tome 1 


3. (FAUX) 
Contre exemple : 
f(x) =1 F(x) = x 


g(x) = x = G(x) = < 
(F.G)(x)= 2e 


(F.G)(x) = 2 #(f.8)(x) 
4. (FAUX) 


F(2x)  2.f(2x) 

5. (VRAI) 

Thérèse du cours : 

Il existe une unique primitive de f 
Sur Î qui prend une valeur donnée 
en un point donnée. 


Primitives 


EX 1: 


1. f(x) =-5x" +2x -3 
I=R 
F(x)=-x" +x*-3+4:(kER) 


2, F(x) ee :1=}-c,0| 
x 


TETE) nCÉ (kLeR) 
X 


3x 
3. f(x)=— ;1=R 
AS (3x° +2) 


sf à 
re 
GET Er 


4. f(x)=(-x+3) 1=R 





JHiter) 


FG= x +3) +k (kER) 
S. f(x)=(x-1(x -2x+7) 1=R 
F(= EE —2x+7) +k 


l 


6. f(x)= ——© 
—4x +3 


FO = = Var +344 


7. f(x) = oi Cos(Vx):1= ]0.+| 
x 


Fr 

F(x) = 2sin (Vx)+4 
x° +1 

(x°+3x) 

= 27 
12(x +3x) 


8. f(x) = 


F(x) 


9. f(x) = sin(2x +1).Cos'(2x +1) 
F(x) = Cros 1)+4 

10 
10. f(x) = x°.sin(x" +1) 


F(x)= = Cos(x° +1)+k4 
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ch S tome | 


; sin x 
11. f(x) = ——— 
fu) (1+Cos x)' 
l ] 

F(X) = +-(—————>) +$% 
G) 2 A+ Cox)" 
3 4 
eee 
XX 
FE 
NS 
Fixi= RE LÉ 
3x 
2x-1 





13.f(x) = Fees 

F(x)= 20 = x +4 

14. f(x) = (1+1g°x)-1 
F(x)=tgx-x+k (kER) 

Ex2: 

l. soit F une primitive de f sur [-2.2] 
F'x)= f(x 

pour x € [-2.-1) — f(x) <0 
xe[-1,0]— f(x)20 

xe[0,1]— f(x) <0 

xe{1,2]- (020 

par exemple : 

F est croissante sur [1,0] 

or graphiquement : 

h est decroissante sur [-1.0] 

d'ou hn'est pas une primitive de f 
par suit : g est primitive de f 

2. soit H :une primitive de h 

H (x) = (x): Vx e[-2.2] 
graphiquement : h(0) # 0 

= H(0)#0 

= (ç,,) n'admet pas une fgte horizentale au 
point d'assisse 0 

> (64) #(,) 


d'ou f est une primitive de h sur [—2. 2] 


Primitives 
EX 3 : 
l. f(x)=Vx+1 


F(x)= Su Dvx +1 

2. f(x)=x 4x 

F(9= 0 +) 14e 

3. f(x)=(x-3). x =6x 
F(x) = = 6x) x = 6x 


x+1 


4. AE 
_(x-1)+2 


J(x)= Fe 
Lx) = Vx-1+ 
d'où: 
FG= ÉD +4Vx-] 
FE Ga 


5. f(x)=(x+ D +x) 








2 
Vx-1 


F(x) = CI + x)" 


-2 2 3 
F(x) = — — +— 
GE TCX D 
—4 3+x, [3+x 
F = 
QE 9x) 2x 
Ft) = =20+%) [3+x 
9x 2x 


ch 5 tome 1] 


LOS) = (x + D — (x + D 





I : 
FAUNE + py200 | 1)2% 
nn D ot 
Ex 4 : 


1. fx)=tg xHtg* x 
f'est continue sur I= [0, 1 d’où f 


admet des primitives sur I 
SX) = +18" x)1g x 

(de la forme U”’.U) 

D'où 

F(x) = Six + 


FÉj=i= rt 
4 2 


ms 


D|— 


Fa) => 0 +1g° x) 


2. f(x)}=Cos(x)-Cos” (x) 

fest continue sur I= IR 

f'admet donc des primitives sur 
f(x}=Cos x (1-Cos° x) 

f(x}=Cos x. sin” (x) 

d’où 


F(a)= 2 sin? x +4 


7 l 
F()=-1=- "+4 -=-] 
CG) > 3 


pes 
3 


F(x) = (-2+sin" x) 


3. fest continue sur I=R d’où f 
admet des primitives sur ] 


Primitives 


f(x) = sin x(1-sin°? x) 


f(x) = sin x. Cos°x 


F(x) = — Cos'x +k 


_7 | 40 
ne) =2= —(—) +422 
107 an 
Re 
12 


V2 


F(x) = _ Co SLI 
3 12 


4. fest continue sur [O, = [ 


| 
x) = l+1g 
SX) CU tt x) 


( de la forme U”.U) 
F(x) = = 0 +1g x) +4 





FO) = 02 k =-2 


F(x) = = ( + 1g x) —2 


EX 5 : 
1. f(x) = Cos(x).C os(3x) 
g(x) = sin x.sin(3x) 


a) 

“(SL +gXx) = Cos x.Cos 3x + sin x sin 3x 
= Cos(3x - x) 
= Cos 2x 


px) = 5 sin 2x est une primitive 

de(f +g) sur IR 

"(J - gx) = Cos 4x 

y(x) = sin 4x 
est une primitive de (f-g) sur IR 
b). 

(e+w)"(x) = px) +w x) 

=(f +gx)+(J - gx) 

=2/f(x) 

F(x) = = (e +y x) est une 


primitive de fsur IR 


5 


ch 5 tome 1 


F(x)= 5 sin(2x) + à sin(4x) +k keIR 


(p-w)'tx) = (JG) +g(x))-(/ (x) -g(x)) 
= 2g(x) 

G(x) = SE -wx) 

G est une primitive de g sur IR 

G(x) = à sin(2x) 2 sin(4x) +4 KeIR 

À. 


h(x) = sin 4x + Cosx.sin 4x 

A(x) = sin 4x + 2Cosx.sin 2x Cos2x 
= Sin 4x +4 sin x. Cos°r (Cos 2x) 

= Sin 4x+4 sin x. Cos*x(2Cos°x-1]) 


= Sin 4x +8 sin x. Cos‘x-4sin x Cos”x 


H(x)= T Cos Me ar à +k 
4 5 3 


Hi) 0 se pe) 
3. 3 


Rae 
15 
H(x)= 1 Cos AL ent Ce 
4 5 3 15 
EX 6 : 


f(x) = xsin x 

1. f est dérivable sur R 

( produit de 2 fonction dérivables ) 
FX) = sin x+x Cos x 

J'est dérivable sur R 

J'(x) = Cos x +Cos x- xsin x 
(x) =2 Cos x - f(x) 

> f(x) =2Cos x - f"(x) 

2. F(x)= +2 sin x- f'{x)+4 
F(x) = 2sin- sin x - x Cos x +4 
F(x)=sin x-x Cos x +4 
F(x)=0=k=-x 

d'où : 


F(x)=sin x-xCos x-x 


Primitives 





EX 7 : 
; x +2 
JO Tr 
b 
A 1 (x+1) 





+ + 
(x+1) 


c d 





l. a) lim (x+D)°.f(x) = 


lim (x+2)=1 

1(-1) 

lim (x +1).f (x) = 
(x+1)Xx +2) 


x—p+x (x + 1)* +T 


ec 
= lim — =0 
x X7 


b) (x+1)°.f(x)= 


to 


Y 
X 


a(x +1) +b(x+1) +c(x+1)+4d 


lim (x+D° f(x) =d 


or lim (x+1)'f(x)=1 d'où d=1 
x-»(-1)° 


lim (x +1) f(x) = 


b C 
Jim (a + — + 


x+l (x+1) 


Jim (x +1) f(x) =0 
d'où a=0 
(x) = —. 
Fr D 
(x +1)‘ 
x+2 l 
(x+1) (x+D° 
Ton 
(x+1) (x+1} 
a 
(x+1) (x+1} 


C 




















FE 


ee 
(x+1) (x+1) 





+1) 





ep 


] 
+. —— 
(x+1)° 
£ ] 





b £ 

+ —— 
(x+1ÿ 

C 


PE 


(x+1)* 


+. —— 
(x+1)° 


ch S tome 1 


l-c _ bx+b 
(x+1) (x+1) 
b=0 b=0 
— > 
b=1-c a 


d'où 


FOIE 


er 





b) 


l 
TŒp 
| ] 


3. F(x) = —— -+é 
2(x +1)  3(x+1) 








Fee SEC 
2 3 6 


d'ou 
RAS CE  e 
6 2{x+1) 3(x+1) 
EX 8 : 
2x +] 
0e -2) 
2(x-2)+5 
I. me Are 
f(x) (x=2) 
2 5 
pos 
(x-2)) (x-2) 
2 For Le 
x-2 2{x-2) 
—4 x +3 
2(x-2) 





x ER\/2} 





f(x) = 





F(x) = 


EX 9 : 





I 
1 (x) = -;xe|-1. 
FR JL 
F est dérivable sur |- 1,1 [ 
F{x) = f(x) 
F(0)=0 
g(x) = F(sin x) 


Pnmitives 


1. la fonction:x— sin x 


dé 


US 


Fest dérivable sur JL. d'ou g est 


" 7 I 
est dérivable sur | à 4 


Pr Æ 
déerivable sur |-—.— 
3°9 


g'(x) = Cos x.F'(sin x) 


= Cos x.f{(sin x) 








-… Cosx . Cox 
Vi-sin°x VCos’x 
Cos x Cos x>-0 
= =] ca 
[Cos x| 


| ZT 
xe |- 
| 2 | 
Tr T 
HSE 
g (x) 5 al 
2. g(x)=| 


d'où g(x)=x+k.keR 
g(0)= F(0)=0 


0+4-0 

DB k=0 

d'ou g(x)=x x€e +54 

3. F2 F{sin))- 622 
FO=F (sn) DE 


3 
Fe, F{sint-D |+ec- D MS 


: 3 3 
EX 10 : 
fa= Vi = :xef0.1] 
F dérivable sur [0.1] 
ne = f(x) 
F(0)=0 


g = F(Cos nixe|04] 
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ch 5 tome | 


1. g est dérivable sur jus 


comme était composée de deux fonction 
dérivable. (voir ex 9) 
g'(x)=(-sin x).F'(Cos x) 
= (-—sin x)./(Cos x) 
=-sin xV1-Cos°x 
=-sin x|sin x] 
car Sin x >0 


=—Sin x 


7. g'x)= sin" x = 2 (1- Cos 2x) 
Les he 2x)+k 
g(x)= 7 U “hi 2X 
g() = F(0)=0 
2 
LP PE 
2 2 


sk = 


SIA 


d'où 

bte Se 

Or S 
l Lu x 

D g(x)=-—-x+—sin 2x +— 

Er 4 

3. F(1)= F(Cos0) = g(0) = à 


] 7 I 7 |] 
F(—=)= F(Cos —) = g(—) = — 
( ) (PR) 8) + 


V2) 8 4 
EX 11 : 
1. f'(x)=0 f'(x)=a;aeR 


= f{(x)=ax+b (ab)eR’ 
2. f'(x)=sinx 

= f'(x)=-Cos x+a: aeR 
= f(x)=-sinx+ax+b 


(a.b)e R° 


Primitives 


EX 12 : 
l. f()=h] xeR 


a) f est continue sur R 
3 f()=x sin xe[0,+0[ 
f(x) = -x sin x € |-00,0[ 


F(x) = +a pour x>0 
< I 
SUSrSx +b pour x <0 


Fest dérivable sur R = f continue en 0 
= a=b 
Fto)=1. +a pour x2>0 
d'où 2 
F(x) = nt +a pour x<0 


F(4)=0—=8+a=-0—= 4-8 


FO)= 2 8 pourx2>0 


FG)= TR —8 pour x<0 


2. g(x)=|x]+|x 1] 


a) g est continue sur IR 





g(x)=-2x+1 pour x<0 
g(x)=1 pour D<x<] 
g(x)=2x-1 pour x>1 


ch 5 tome 1 


d’où 
x +x+a pour x <0 
G(x)=<{x+b pourO<x<l 
x -x+c pour x >1 


G est continueen 0 

= lim G(x)= lim G(x) = a=b 
1-0" 10° 

G continue en ] = 


l+b=c=c=a+l 
d'où 


x +x+a pour x <0 
G(x)={x+a  pour0O<x<] 

x -x+a+l pour x 2>1 
(aeR) 
EX 13 : 
f(x) =sin" x+sin° x 
=sinx(1- Cas x)+sin x(1-Cas°x) 
=sin x—sin x Cos”x+sin x(1+Cas*x—2Cas°x) 
f(x) = 2sin x—3sin x. Cas°x 

+sin x .Cos“x 

F(x) =-2Cos x + Cox Cas°x 
( on pourra aussi linéariser f(x) ) 


EX 14 : 


a(t)=1- ;te[0,10] 


] 
(+1P 
v'(t) = a(t) 

D 

l 
DOS 
V(0)=0=1+k=0—4--] 
l 


v(t)=t1-1+— 
t+] 


2. v(10) = mis 


Primitives 


EX 15 : 
f(x) = V4 - x xe[-2.2] 
la) La fonction: x — 4- xest continue 
et positive Sur [-2.2 d'où f est continue 
sur [-2. 2] 
par suit f admet au moins une 
primitive sur [-2. 2] 
b) 
F'{x) = f(x) 
F(0)=0 
Vre D, = [-2.2]: (—-xv)e D, 


LX) = f(x) > 
F(x)=-F(-x)+4% 
F(0)=0—=4-0 


d'où F(-x)=-F(x) 
Fest impaire. 
2. G{x) = F(2Cos x):xe [0,x] 
D T7 <-Xx<0 
O0<r-x<7x 
Sir -DEb. 
G(x - x) = F(2Cos(x -— x) 
= F(-2Cos x) 
=-F(2Cos x) 
= -G(x) 


3 x 
conclusion : I{ _ Ojest un centre de 


symétrie pour la courbe de f 
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ch 5 tome | 


b) G'{x)=-2sin x.F'(2Cos x) 
=—2sin x f(2Cos x) 


= —2sin x Jai Cos:x) 

= —2sin xasin" x 

= —4sinx sin xl 
G'(x) = —4sin°x (car sin x >0) 
G'(x)=-2(1- Cos 2x) 


d'où G(X) = -2(x- sin 2x)+4 
GT) = F(0)=0 


= -15-0)+4 = 0 

es k=r 

d'ou 

G(x)=-2x +sin 2x+7 


Vre[0. x] 


c) F1) = F@cos) 


= = GE) _r V3 
3 2 
Fizrs _—— 
= G(0) = 


F(V2) = F(Cos) 


x x 
nee 
EX 16 : 
u(x)=x+Vx" +1 


1, u{(x)=1+ _ 
te or 
u(x)=1+ =. 














er 

u'(x) = 
Men 

d'où 

dre F u(x) 


u (x) 


Primitives ch 5 tome 1 


| 
2. f(x)= ———— 
5 u(x).V1+ x° 
fee 


u°(x) 
d'où 





—] 
QE 


-| 
x + V1+ x? 
u°(x) 


1+x° 


I 
(x) =u*(x). 
RS 
l 

g)=ut(x) © 

u(x) 
g(x)=u'{x)u(x) 
d'où 


F(x) = 


g(x) = 


G(x) = (x) 


GE)=S ++ Ÿ 


EX 17 : 
f(x) = x.Cos x 


g(x) = x.sin x 
1. f(x) + g(x) = Cosx — x sin x + x sinx 
= Cos x 
d'où g(x)=Cos x- f(x) 
G(x) = sin x —(f(x)) 
G(x) = sin x - x Cos x 
2. g(x)—/f(x)=sin x+x Cos x — f(x) 
= Sin X 
d'où  f(x)=g'{x)-sin x 
F(x) = g(x) - Cos x 
F(2x) = x sin x — Cos x 
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Primitives 


EX 18 : 


n >2 





p,(x)=1 +2x+3x" +….+nx"" 

L. F(x)=x+x"+..+x"+4 KER 
F(0)=1=£=1 

d'ou 


F(x)=1+x+x"+...+x 


2. pour x#] 
___n+| 
FL = l—x 





Ï— x 
(somme de (n+1) termes d’une 
suite géométrique de raison x} 


{n+D (1x) +17" 
(1-x) 
ax" =(n+1l}x" +1 
(1-x) 
He ne + es 
d'où Je 
(n +1) 


he 
PAU) ; 


F", (2) = 


F",(x) = 


EX19: xel0r] 
l. g(x) =x.sin x + Cos x -—1 
a) gx) =sin x+x Cos x-sin|x 
g'(x) = x.Cos x 


ch 5 torne 1 





27 
b) gest continue sur 7 


27 AA 
——})g(r)=-2—= -—-)< 0 
8 8 ) CG 7) 
d’où l’équation g{(x)=0 adrnet une 
: 2x 
solution a Eu 





1— Cos x 


sin re|0.æ 
2. J(x)= J0-] 
O0 sin r=0 
a) lim f(x)= lim Ces =0= f(0) 
10" x 0" x 


f est continue en droiteez 0 


him LIL O Lin = sx LL 
x 10° Fr ? 


rt 0 


f est dérivable à droiteæ0e f.4)\= 


HI 


Primitives 


b) fo=ÉT 





= 
c) f(a)= —— 

a 
g(a)=0= a.sin a +Cosa -1=0 
= Cos a =1-a.sin a 
d'où 


(a) 


asna . 
= ————— = sin œ 
a 


PP ET 
IT 





4. k(x) = f(x) pour x e[a.x] 


k est continue et strictemen décroissant 


sur[a,x]=— k est une bijéction de[a.x| 


sur EC] = 
x 


ch 5 tome | 


5. h(x)=g(x)-2Cosx xe[0.7| 

h est continue sur [O. r| d'où h admet des 
primitives sur [0,7] 

h(x) = x. sin x -Cos x-] 

H(x) =-x.Cos x-x+k 

H(0)=1=4=I1 

d'où H{(x)=1-x-x.Cos x 





EX 20 : 
(x) = 5 
1+x 
G'(x)= (x) 
e =0 
1. G-x)=o(-x) = o(x) 
=G'(x) 
G'(x)=G"(-x) 
 G(x)=-G(-x)+k4 kEeR 
G(0)=0—4k=0 


d'où G(-x)=-G(x) 
G est impaire 
24) xeR 


| 
w(x)= CRE) 
y est dérivable sur R' 


v'x)=G')- 1600) 
X X 


= p(x)-—+ pt 
x X 
h, 1 
+ VE 
= 0 
y'(x)=0 
D'où y est constante sur chacun 
des intervalles ]-+,0[ er ]0.+| 








Primitives 


(I) =G(1)+G(1) =2G(1) 
d'où 

W(x)=2G(1) : Vre J0.+x[ 
— lim w(x)=2G(1) 


b) u(1)=G(Igt) ; °F | 


to | 


ur) =(l+rg"r).G'(g 1) 
= (1418) oUgt) 


= (| +tgt). 





l+1g'r 

u'(t)=] 

u(1)=1+kK : (kEeR) 

u(0) = G(1g 0) = G(0)= 0 
D k =0 


u(t)=t : ve FEAT 
2:"2 


G(1) = Gt q=4n=E 


lim w(1)= 26() =? 


G(x) 0-6 1) 
; T 

Jim y(x) = - 

lim G() = G(0)=0 

V-pes x 

d'où lim G(x) => 


4 G{x)= (x) = >0 





1+ x° 
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ch 5 tome I 


G est impaire. 


(0)=2 
G)== 


0: centre de symétrie. 


= = - 





EX 21 : 


SX = ÿ1+Cos x : xe[0.x] 
la) f Est dérivable sur [0,7 
— Sin x 


Se < 0 

{ est continue et strictement décroissante 
sur [ 0,7] elle réalise donc une bijection 
de[0,x ] sur 

g([0.x)=[g(x), g(0)]= Lo. 2] 

b) f est dérivable sur J0.r[ 


— Sin x 


EL Le ———— 5 
A 2/1+Cos x 


d'où f "est dérivable sur 


fx = Jo. V2] 


Primitives 


on pose: y = f '(X) 
J(y)=x 


: -2,/1 +Cos y 


. sin y 
f@)=\1+0Cos y = X 


= 1+Cos y = x° 


Ro ei 
VOS 


= Cos y=x"-1 
= Cos* y =(x° -1) 
= -Cos*y=-1- x" +2x° 
= ]- Cos* y = 2x° - x* 
=> sin y =2x°-x" 
= sin y=V2x° -x" 
d'où 

a 
CRE 


ue 
(1) _— 
Ve |0, V2 


2. g(x)= Fe 
re] Vi 
L 0) = gx) 
G(0)=0 
a) p(x)=G(x)+G(-x) 
px) =G{x)-G"(-x) 
= g(x)-g(-x) 
= 0 
o est constante sur 2 V2 [ 
g(0) = 0 
p(x)=0, Vre|-v2, V2] 
> G(x)+G(-x)=0 
= G(-x)=-G(x) 
G est impaire. 





KA 
D 
“ 
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ch 5 tome 1 


b) ona: 

g(x)=-(f")"(x) 

D G(x)=-f'(x)+k ; kEeR 
G(0)=-f "(0)+4 





D 0=-7+4 
DHKSTr 
d'où 
G(x)=7 - f(x) 
G()=x-f"(1) 
TX 
CH 
EX 22; 
f(0)=1 
f()=0 
fx =—2 - 
ZN1- x 


I. f'(x)<0 ; vxelJo.I[ 
f est continue sur [O, 1] et strictement 
décroissante 


— f réalise une bijective de[0,1] sur 


f([01])=[70.f(0)]=[0.1] 


2.4) soit g(x)= f(Cos x) 
g'(x)=-sin x.f'(Cos x) 
__ +2sinx 
| zVi-Cos°x 


__+2sin x 





x.{sin xl 


2 
=— car snx>0 
x 
| 7 
g est continue sur | 0, 7. 


dérivable sur b 2] 


Primitives 


4 
g'(x)=— 
7 
2 
D g(x)=—x+4 : kEeR 
7 
(7)-r0-: 
D 1=1+434-0 


d'où g(x)= 2 
x 


É 
. 
7 


= f(Cos x) = 
b) f(Cos x)== x 
x 
2 
= f7'(=x)=Cos x 
7 
2 
soit [=—Xx 
x 
x 
X=—1 
2 
nus z 
d'où f ‘(t)=Cos G) 
conclusion : 


f(x) = Cos CG : Vxe[0,1] 


4, dE L = 
2 


h(x) = f(Cos x) + f(sin x) 
a) comme était composée et somme de 


fonctions dérivables 


h est dérivable sur b | 


h(x) = f(Cos x) + f(Cos( —X) 


ch 5 tome I 


h'(x) = -sin x f'(Cos x)+ Cos x f'(sin x) 


(x) = 2sin x ___ 2sinx 
zV1-Cos°x zV1-sin° x 
Dee: 
I X 


b) h continue sur Jo. | 


dérivable sur b 1 


h'(x)=0 ; Vre pa 


d’où h est constante sur jo.r. 


h(0)= f(1)+ (0) =1 


d'où 
h(x)=1 : “ele. 
4, neN° 


p, (x) = Cos(= x) x" 
xe[0,1] 
a) @:(x)= — sin(S x) — n x" 


p,(x)<0 ; Vxe[0.1] 


P, est Continue et strictement décroissante 
sur [O. 1] elle réalise donc une bijection 
dd0, 1] sur 

P, ([0.1]) = [-1,1] et comme 0 € [-11] 
alors il existe un uniqueréel 

a, e[0,1]14:@,(a,)=0 

P, (0), (1) <0 = a, € ]0.I[ 


Pnimitives 


b) n-p>0 alors 
O<x<1—0<x”"? <] 
sO0<(x hr <r 
== 5 EE 


Hi sx" 
— Cost x)— x" > Cos( x)-— x? 


— @,(x) > p,(x) 
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ch 5 tome 1 


c) a,eta,.,e [0.I[ 

d’après b) n+1>n 

d'où @,.(4,,)>9,(a,.) 

= 0>@,(a,,) 

— @,(a,)>@,(a,.:) 

—4,<a,, 

car @, est strictement décroissante sur[0, 1] 
d'ou (a, est strictement décroissante 
etcommeona a, >0 

(a, ) est décroissante et min orée par 0 


elle est donc convergente. 


Nombres complexes 


CM 


1) a) |2-:1=MM' 
b) O, M et M' alignés 

2) (AB) L(4C) 

3) les solutions de l’équation : 2?-2:+2-0 sont 
z,=l-i et z,=1+i 


Vrai-Faux : 
1) (faux) 


Par exemple les solutions de l’équation : z°-2z+2=0 


sont Î-i et 1+i qui ne sont pas opposées. 
2) (faux) 
z'=a Si -d =0 
& (z° a )(z° +a°)=0 
Lu, (z2-a) (z+a) (z-ia)(z+ia) =0 
> Z = 4 OU I =—Q OU : = ia OU Z = —-ia 
3) (faux) en effet : 
Z=2,+iz, 
> Z=2,-iz, 
4) (faux) 
Contre exemple : z=2i 
Z'=3] 
Re(z) = Re(z') =0 
Arg(z)= Arg(z'\2x) 
7 


0 alors que z # z' 
5) (faux) 
Contre exemple : z= A8 
2 2 
z'=-| 
c'e IR mais ze IR 
6) (faux) 


Contre exemple : z=1 et z’=i 
[z=|z] mais :2#42' 
et z2#-2' 
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CH 1 TOME2 


Nombres complexes CH 1 TOME2 

















EX1 : 
a) 
sis z2-i=2i(z+ti)e z2-i=2iz-2@ (1-2i)z=-2+i 
Z + 
-2+i (—-2+i)(1+2i) —4-3;i 
D Z=——S 7 = ————— — - 
1 — 2i (1—25)(1 + 2i) 5 
—-4 3. 
S Z=—-—; 
5 » 
b) 
= ii es z4i= A1 i)z € (1—2i)z = i 
Z 
sui 224042) 
1-2i (1-2iX1+2i) 
—2+i -2 |. 
Sz= DS z=—+-; 
5 » 5 
c) 
2z+i 2iz à ; 2 2 : Ë 2 
Tr “1, @z+iXl-2)= (ir) > -2z +(2-i)z+i-=-2z 
iz — Z 
S berne er 
2-i 5 
7 
 Z=—-—-—I] 
1 
EX 2 : 
a) 


IT IT 
°Z =3(coS—+i— 
2, , Fi 
04=3 et (4,04) =" (27) 


HAT 
°Z, = (COS—+isin —) =; 
2 2 


°2,=2,+2z, = OS = 04+0OB 
— OASB est un # 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 


ms (COS + ésin T) 
OP =3 et (u, OP) = T2 


É 3 (cos) + sin) 


À 


Des ST 
OI =- et (u.Ol)=—(2 
3% (u ) Ar) 


2x 
t 4” 
P , « À 
| LME | 
/ NS v| 4 
en de nu: le. 
0, u 
| | | 
. 
/ 
/ C(0.3) 
lee 
b)=, = 2(cos T +isin Z 
)2, =2( : à 
OA=2 &.04)= 7 (27) 
* Z,=-—4 
ss de OASB  parallélogramme 
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. Nombres complexes CH 1 TOME2 


7 


EX 3 : 
méthode analytique : 
on pose Z=x+1 y 
x+iy-i x+i(y-1l) [x+iy-D][x-i@+D] (+ 77-10 -2ix 


me 7 ns. 
— _ 


ox+iyp+i x+i(y+l) x° +(y+1) x? +(y +1) 
1) Zest un réel  x=0 
zt-i = MA(0,-1) 
soit À : la droite d’équation : x=0 ; AëeA 
d’où (£, ) est la droite A privée de A 
2) Z imaginaire pur x +y=| 
(£ ) : le cercle de centre O de rayon I 
AeG D'où (£,) : le cercle (£ ) privé de A 
Méthode géometrique : 


Soit A(-i) et B(1) 
& MA et MB colinéaires M e(4B) 


1) Zestunréel & ER 
or M#A donc (£,)=(4B)/{4} 


Zu — Z4 
2) Z imaginaire pur < MA 1 MB & M e(£):cercle de diamètre [AB] or MFA 
2 = (£)/{4} 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 


EX 4 : (voirex 3) 











EX 5 : 
1) 

ë = @/E -1} 
z-| 
—|=1S|z- 1 =|z- — il 
z—i 





Soit A(1) et B (i) 
M E(E)&|z-2,|=|2-1,|& MA= MB M eA=med[AB] Donc E = med| 4B] 


… 26-0)| 26-060 EI 


2MEFS|-—=12e =]S MEE Donc F=E 
—i ZA z—i |z- il 








EX 6 : 
z#0 — MO Z£l — MEA(1) 


Arg z- Arg (z-1)= 5 U7) & Arg Le. = 7 7)  (AM,0M) = 5 C7) <> (MA, MO) = 7 U7) 
Z- 
MEe()/ {4,0} avec : (£ ) : demi cercle de diamètre [OA] contenu dans le demi plan y>0 


EX 7: 
eo re 2(cos37 + isin37) 02) 20) 





ET V2, 2 .V2 
4 4 2 2) 2 2 
sde de 3(cos 2 7 + isin 2 7) = 3(—— se Le 3 3 
3 3 F2755 2 
EX 8 : 
| Ge Ÿ e 27 M : 2e 5 : 2 43) 24 
à) ; =; 
ne Le | | | 
* (e 8 )° = € - # (e” ) =2 e = ei? 


37 4 ir \3 ir n 
D'où : (e *) .(e ”") =e 2e” =e ? =e? 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 


b) * z=-3+3i 
z|= V9 +9 = 3/2 — NE NRC 41) 234 (0008 sin Ep = 52" 
* Z=243-2 
3 1: AL ue #e 
A =4 7 D = HOME) HESN( ES) = 4.e 


*1-i=V2e + D'où (1-5) =(V22 "+ 
(5 = 426" 
: LB (OO aa -i-au D _ era Rp: 








l+V2+i (142) +1 4+2V2 22+ V2) 
EX ? : 
) 
= EE Gin res 
a (Shi) 
vi 


a É 1e Bi 
D'où 4A=2e!? oua=-2e"? .a=2e"? oua=2e !2 


.T 
1 — 
Re(a) > Dr cos + < 0 D'où a=2e" 

















2) 
a =2(cos —+isin —) D cos 2. = Y6+ 2 cos Z - V6 + V2 
12 12 a CENT 4 EE". "a 
ta V6+v2,,V6-V2 . 2 sin Z V6 - V2 . æ _V6-V2 
ÉD ER sin — = sin — = 
2 . 12 2 12 4 
3) 
a) 


z,=2e 7 — OA4=2 et &.04) = (27) 


z, = diet =4e ©? = OB=4 et (ü.OB)= 2" (27) 
3 
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Nombres complexes CH | TOME2 














b) 
iz + a” z- ia? 2 — ja? 
Arg Rd .Mrone Arg { ) Ihre Argi+ Are Ps PR 
z-a 12 z-a 12 z—a 12 
x 22} 117 runs 117 —" —> 17% 
 — + Arg =-Umhyne TL +(4M,8M)=-— (x) © (MA, MB) = -—"(27) 
2 Z—2, 12 2 12 12 


Pos (MA .MB)= T7) M € Arc du cercle (E) 


.(04,0B) = (Oä.à)+ (4. OBY2x) = G.0D- 00m = 27 - Er)» ON = OeE 














ne ÿ 
7 nf x nf x 27 7 llix 
i- i(—+-) i- Z 2e à 1(———") — 
siz se?et=se? =e de De sa, 12 
+1 Ve 
2e “ 
A 
Z e® 1 TP 1 si? jee, AE 
Le D _ mt si 
—=—=-e" Vote? °z.2,.2, = 2V2e 635 4 =2V2e * 
23 ra 2 2 
2e 
EX 10 . .T 3 ir 
_ 4(-i ) | Z 8e 
4 4 à 
°2, =(2ÿe + =4e" =4e" += D =8.e" 
Z 
I 


3 27 A uit 
2 2" 52 + + Se “2 
ñ 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 


EX 11 : 


a =42(1+i)=4V2(V2e* )=8e: 


Li 3 
—+24x 
m4 il —— ) 
Les racines cubiques de a sont : # VBe avec ke {0, 1,2} 
.T fx Æ 
. 2 . re " : s. Le 
 Z,=2e ; z =2e ; _Z, =2e 


EX 12 : 


a=8V2(-1-1)=8V2(V2e "*)= 16e “+ 





z,=Vl6e * 
Les racines quatrièmes de a sont : 


avec ke{0, 1, 2, 3} 


NEA si ETES Hi 
Dance, ya = Re nie MEN =2e. M 


EX 13 : 


DE = 9e: 


Les racines cinquièmes de a sont : 


x 
PAU TT LRE 


i ) EEE, 
Ze NI2E Al e0B NN 


EX 14 : 





avec k e {0, 1, 2, 3, 4} 


13231) 00e ed: 


5x 2kx 
(+ — 
Les solutions sont :  Z; — 2e # 6 avecke {0, 1,2,3,4, 5} 
EX 15 : 
a) 
z° +18z+1681=0 
A'=-1600 6'= 40; 


z'=-9-40i et z"--9+40; 
S. = {-9-40i ;-9+40i} 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 


b) 
z —(5-i)z2+8-i=0 A=-8-6i 
(1)}x*-y* =-8 (Réel(A)) 
soit Ô=x+iy 18° =-8-6i—>4(2)x" +y" =10 (|A) 
(3)2xy = -6 (Im(A)) 
(1)+(2)= 2x =2= x =1= x=+] 
(3) 
pour X=1—2y=-6—= y =-3 = Ô =1-3;i 
de CDN) et ne =D FES). Sn 
F. 2 
S. ={2+i ;:3-2i) 
C) 


z*+4(i-1)z2+2(4-i)=0 A'=[26-Df —2(4-i)=-8-6i — ô'=1-3i 
Les solutions sont : 
z'=-2(i-1)-(1-3i)=1+i 
z"=-2{(i-1)+(1-3i)=3-5i 
d) 

z° +(1-3i)z2-2(1+i) =0 A=2i=(1+i) ô=1+i 
Les solutions sont : 


0-35) (+5) | 


=» Sc ={1+1 ; 3-51 } 


5 —]+;i 
a) QE), >Sc={-1#i;21} 
F7 Pe 2 —— 


EX 16 : 


a) z‘+6z2*+25=0 onpose: t=7? 


l'équation devient : { +61+25=0 
A'=-16 — Ô'= di tl'=-3+4i et t"=-3-4;i 


(1)x° — y° = -3 
t=-3+disz =-3+4i (2)x° + y? =5 (en posant z=x+iy) 
(3)2xy = 4 


(1}+(2)=2x2=2=x2=1=x=+1 
Pour x=1 l’éq (3) donne y=-2=z,=1+2i 
Pour x=-1 l’éq (3) donne y=-2=7z,=-1-2i 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 
1=-3-4jz = 3 4j 7! = (1-2;) zZ=l-2iouz=-1+2; 


Se = {1425 —1—2i, 1-25 -1+ 25) 


b) 

z°+4z?-77-0 On pose : t=z? Onaura:r?+41-77=0 
A'=81—6'=9 
t'=-llers"=7 


1=7@ 7 =76 = 7 où 2= 7 
t=-11S 7° =—1]1S z=iVil ouz=iV1] 
Se = {V7 V7; -i 11; 11} 

c) 
(E):z° = 
*0est une solution de (E). 
+ Déterminons les solutions non nulles de (E). 
On pose z=re* ;r>0 
(E)& (re) = re 


& re" =7re 


a r=]l 
& rte = Je à |” kr 
60 =2kr,kezZ Favre 


Les solutions sont : 


Zo =] near aless 2,165 = 1,83 ; Z =le" =-] 
ue Fe à 
NE TE s® _1 V3 
Z4 =] nd.) Ale tes] — 
De 2e 2 
S=lo-11-1-5%3, _1,, 93 1_,93 1 V5] 
Dod,. CCD 
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Nombres complexes CH 1 TOME2 


EX 17 : 





Soit : 
P(z) = z° - 87? + 247 - 32 
(E)& P(z)=0 


1) P(4)=0 d'où z, =4 est une solution de (E). 
2) - Factorisons P(z). 
p(z)=(2-4)(z° +bz+ C) 


p{z)= 2° + (b—4)z° +(c —4b)z — 4c 


Identifions 
b-4=-8 
b= 4 
On aura : c-45=24 0 9" 
—4c = -32 : 


D'où P(z)=(z-4)(7° —4z +8) 
°P(z)=0& z2-4=0ouz -4z+8-0 
 z=4ou A'=-4->6'=); 
Z, =2+2i 
Z, = 2-2i 
Sc ={4,2+2i, 2-2) 


z = 2(1+5) = 22e 4 





Z, = z, = 22e": 
EX 18 : 
Soit : 
P(2) = z° -(3+4i)z° — 41 —3;i)z +12 
(E)& P(z)=0 


1) On pose Z=a&,aelR 
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P(a)=0< a -(3+4i)é -4(1-%)a+12=0 
| | Œ —-3a -4a+12=0 | 
(@ -3 —4a+12)+i( 4 +12a)=-0 É ; o 
4 +124 =0 (2) 


(2)  a(-4a +12) =0 5 a =0 ou a =3 
Vérifions dans (1) pour a =3. 
(3) —-3(3) -4.3+12=27-27-12+12=0 


D'où 3 est une solution réelle de E. 


2) 3 est une solution de E= 


P(z)=(z- 3)| z° + b.z + c| 
P(z)= 2" +(b-—3)z° +(c—3b)z-3c 


Identifions 
b—3=-(3+4;) | 
; b = —4i 
On aura : c—3b=—4(1-3) Del 
—3c =12 


D'où : P(z)=(2-3)] 2? -4iz-4| 
(E)<(z-3X7 —-diz-4)=0z=3 ou 7° —4iz-4=0z=3ou(2-2) =0z=3ou z= 2 


Sc ={3; 2i}. 
EX 19 : 
(E):z°=2+1li 
(2+5) =2 +3.27i5+3.2(i) +5 =8+12-6-i=2+1li 
D'où Z, = 2+i est solution de (E) 
2) 
(E)& z -(2+11i)=0 
Soit f(z)=z*-(2+11i) 

f@=[--02+)]{2+h2+0] 


; 2+i)=0 ’ot 
Ona: f(2+i) D'où fE)= 2" +(b-2-5)z +[c-b(2+i)]z-c(2+5) 
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Identifions 
b-2-i=0 
b2+n=0 b=2+i 
On aura : en) ii Cc=3+4; 


—C(2+i)=-(2+11i) 
vu: /(2)=[2-(2+5)].[ 22 +(2+i)z2+3+4;] 


(E)S z=2+iouz +(2+iz2+3+4;=0 
(245) (25 1 
2 





et z"= 





(3-2) -i(1+245) 


A=-3(3+4i)=6=i)3(2+i z'= 


Se ={2:2;2" 


EX 20 : 





1)2z2+3(2-2z)=13+18; 
On pose z2=x+iy-z=x-iy et zz=x +y et z-2=2iy 
2 2 1 = 3 = 2 X = —-2 
L'équation dévient x +y/+3(2iy)=132:18 HE ne o ed” ou 
6y =18 x° =4 
Z, =—2+3; 


Les solutions sont : z, = 333; 


2) 
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3) 
GO + GA +GB = 0 > aff (GO) + aff (GA) + aff (GB) = 0 
D —Zc +24 —-Zc)+ (25-25) = 0 32, =z, +2, S 2 = 4H = 2 


4) OABC est un parallélogramme <> OC = 4B & aff(OC) = af (AB) 2, =2,-2, 2, =4 
EX 21 : 


1) soit : 
f(z)=2 -(4+i)z? +(7+i)z-4 
(E)S f(z)=0 
a) soit : z=x;xelR 
f()=08 (x -4x°+7x-4)+i(-x? + x) = 0 
x -4x?+7x-4=0 (1) 
Fe +x=0 (2) 
(2) x=0oux=1 
x = 1 vérifie l'équation (1), d’où 1 est une solution de (E). 
b) factorisons f(z) 
f(z)=(2-1X 27° +bz+0) 
=2"+(b-1)z?+(c-b)z-c 


Identifions : 
b-1=-(4+i 
Pre) agi 
c—-b=7+i 
c=4 
—C=—4 
D'où 


f@)=G-D[z2 -6+02+4] 
f(z)=08S z=lou z?-(3+i)z+4=0 
A=-8+6i— 6 =1+3;i 


22 +2 LE RES 


Sc ={l;1-i, 2+2i} 
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2)a/ 
b/ 
2+2 _ (I HI + D - 22 _ 2H re Are [ RE) 2 7m 
li (1—iX1+;i) 2 — i l-i 2? 
aÿ(OB) se sr =2i = <os est imaginaire d'où OB LOC Par suite OBC est rectangle en O 
aff(OC) ze 1-i Ze 


c) 
(04+08)+(04+0c)- Are + 4rg [2] 
À <A 


= Arg(2+2i)+ Arg(l-i)(2x) 


= 2 C0) = [04): Bissectrice de [OB, oc] 
= (27) 
d) 
(OB) L (OC) 
= (OB)//(CD 
a 27760) 


BOC=T=OCD 


OB=|z,|=2V2 # CD=OC =|2)- V2 
OCDB est un trapèze. 
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EX 22 : 


1)z°=1e z* =1.e" 
Les solutions sont : 
ee; 


z =Jle + : "avec ke {0, 1, 2, 3} 


# 
i— | 3i— 
Z =1l ;,z =e =i ;z,=e" =-1 ;z,=e ? =-i 


NS EN? ‘ 
» (E): [5 2) (2) (240 
Z2TI Z' F1 Z +1 


nr 
SRESSe z+i 
L’équation devient: r#+1#+1+1=0 
(-1) est une solution d’où : 
+0 +1+1=(1+1X0 +bt+c)=r +(b+1)r +(c+b}+c 
b+l1=1 
En identifions on aura :{c+b=1 «| 


À 


b=0 
c=] 


D'où 

D +1 +1+1=(1+1X6 +1) 

+ +t+1=0 (1+1X0 +1) =0S1+1=0our +1=-01=-lout =-lr1=-lout=-iout=i 

te ertisz-ie(-nesittn est) 
z+i 1-1 

pourt=-1l—2z=0 


(et 
pourt=i—z=i Fe =—|] 
if 


pourt= 2 i[ =: 
l+i 





Les solutions de (E) sont : 0 ; -1 et 1. Se = {1 0; 1} 
EX 23 : 
a) 
(E):1+2+2z°+...+ 2° =0 
On a : pour z#] DR 
72 


.Æel-z =0ezzl 


l n’est pas une solution de (E) d’o : 
eo z =letz#1 
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.. 2KT 


Les solutions sont : Z; = € ; ke {1 2; 3; 4; 5: 6} 


T 
de 
b)e ? est une solution de (E) 


P2i— 


DT OMS GE gt ju” = 
Dlte 7+e 7+te 7+te 7+te T+e T=0 


7 .À 


ail - OT 1 
— ReÎte 7++e 7+e 7+te 7+e 74e 


ie 
1)=0 


27 47 67 87 10xz 127 
= 1+ cos — + cos —— + cos —— + cos + cos 7 + cos 27 = 0 
7 7 7 7 7 7 


a, 1+ cos LE + cos Ÿ + 005 ŸE + cos(2r -T)+cos(2r -F)+c0s(2r À) = 0 


27 4x 6x 6x 4x 27 
+ l+ cos — + cos — + cos — + cos —+ cos 7 + cos <7 = 9 
7 7 / 7 7 7 


2T 4x 6x 
> 1+2| cos — + cos —— + cos ——" =0 
7 7 7 


27 4x 6x I 
7 4 7 2 


EX 24 : 


1) a"* = pt = (a =D). D a* b"* 


k=0 
D'où 2 = (2) D 7 2 (1 nl + eee 1] 
&=0 
2) 
2 4 9 2 9 19 Je 2 0 
l-e =e?.e ?-e181=-e1 Ê 2e il. -e ? [sin D'après les Formules d’Euler. 
| .. 0 
D'où 1-e* =-2isin 5° 2 


3)n2l:0x2kr:kezZ 
S=1+0050+cos20 +. +cosn0 æ S'=1+sin0+sin20+.....+sinm 
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a) 

S+iS'=1+(cos0 +isin0)+(cos0 +isin 20)+......+ cos n@ +isin n0 
S+iS'=1+e" +e° +......+e"° 

D’après 1) 


1—e te = (] — e)[1+e° + ee +... +e” | 


comme e° #1car 0 #0(2x) 





Alors 
| | Lt 
lLe/ te" 4... +00 = 
se PT 
Par suite : 
1 — e7+00 
e is 
S'+iS "= LE 
 -: 
1-66 
b SelRetS'EIR go S=Re EE 
d’après 2) 
| _, Qi 
1—e° = -2jsin —e ? 
2 
: | n+1)0 (ee) 
1— 608 = _);jsin A - 
D'où 
. (n+i . (n+l 
me (6) je, nf) 
RC a OR 0 
ne sin — sin — 
2 2 
. (n+1 . (n+1 
— gitr+1)@ sin[251)9 __ itm+1)8 sin["21)e 
s=Re[! É = ]— EL cos(n5) et ee CT) 
l-e ne 2 l-e 2 


sin — 
2 
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EX 25 : 
z,=l-i et z, =3+i S'ME)- M2) tq:z'=2 -4z 
1) a) 


A'=f(4)S 2, =2 72, 2, =(1-i) -41-i)=[z, =-4+2i 


B'=f(B)e:,=2,-42, 2, =(3+i) -43+i)=[z,, =—4+2i] (Rque:4'=8B" 


b) Soit M,(=)er M,(z,) 
SM)= f(M,)SS 2 -4z, = 7; -4z, (7 -z;)-4(z,-z,)=0 
S(z-2)(z+2)-4(2-2,)=0 (2 -z,)(z +2, -4)=0 








 Z,-2, =0Oouz,+z,=4< z, =2, ou = 2 
Soit « L » le point d’affixe 2. 
: Z, +2 
JM,)= f(M,)S 2, =2, ou 2 =, 
M,=M,ou L=M,*M, 
M, =M,ou M,=S,(M;) 
2) z,=-3 
a) OMIM” est un parallélogramme ssi 
OM'= MI z'=-3-2S 7 -42=-3-2S 7 -3z2+3=0( 
b) z°-3:+3=-0 
A=9-12=-3 > S=iV3 
ce FINS . 3+i3 
Les solutions sont : z Fraatt et Zz'= 
3) 
a) z'+4=27 -4:+4=(72-2ÿ = |2'+4]=|2-2" er Arg(z'+4) = 24rg(z-2)(2x) 
z, = 2; z, = —4 
b) 


MEC(J,2) = JM =2=1z2-2=2=}z +44 KM'=4— M'eC(K.4) 


c)2r=-4-3i=z, +4=-3; => (z. +4) = 3(cos(-7) + isin(- 7) 
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|z'+ 4] = 

SM)=ESz =14-38:+4-=-3e x 

Arg(z'+4)= 5 22) 


[z -2f = 3 
+ 7 
24Arg(z-2)= 7 (2%) 


=-7 (x) 


|z-2]= 
Le, 
Arg(z — 2) 


œz-2=4fe ou z — 2 = J3e — z=2+43e ouz=2+43e + 


L'image des points C et D d’affixe 2+ 3e ‘* er 2+ J3e"4 par f est le point E 


INR 2 -2502- 2) + $- . 


2, =2+Ve = 2 2, “2-2 2-8 ,,8 
2 Ne 


EX 26 : 





f:M()-M'"(z) 1q z'= 2e , Z# Di 
z—2i 


Zy, = 2i,Z$ = 12 =i 


Zctl +1 1+i 
ee Sn = l4#hr (le =-1l4# 
Zc—2i i-2i 


aff (CA) = 2, -2e =i ne 
— C4 = BC'= ACBC'est un paralle log ramme 


af (BC') = ze. —Zy =i 


ut 
2 




















+] 
b) (CN =CS -=iSzut+l=iz. +2 2. ne 
C 
sé ie à 1 
CC) #5 _EI+XI=D LA 1, 
aff (CB) l-i l+i  2l+i) 2A1+iXl-i) 4 2 
a C7 
est imaginaire d’où CB 1 CC"Par suite le triangle BCC" est rectangle en C 
a 
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2) 

Iz'|= le _ Arg(z')= are[ x Je 
= (275 jen) 
= (F4 MB | 

3) 


a) z’ est un réel strictement négatif si seulement si : Arg z'= (27) (FA 7) = 7(2x) 
MA et MB colinéaire est de sens contraires. 
L'ensemble E-[AB]\{A.,B}. 
b) z’ est imaginaire non nul 4rg z'= 7) S CRT) = 7) 


F est le cercle de diamètre [AB] privé de A et B. 


C) M'eCQ1) fr 1= 1 = 1e AM = EM 


G est la médiatrice du segment [AB]. 


EX 27 tem et-ñ0el0.2] 


l)z,=z=et-i et 2,.=2=e"+i 

OMNM" est un parallélogramme ssi 

ON = OM +0M' > aff(ON)= aff (OM )+ af (OM) 2, =2+2©2, =e +e* = |z, = 2.cos6)| 
Dans ce cas: OM =0OM'=|z| d’où OMNM' est losange. 


ge bx= 
12 er : 
pu 2 2 
2 = L] 


2) 
a) 





=e? —j=et +e 


formules d’Euler 
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(9 x 
d’où z=2cos (2) 6 +) 
% : dns: o : :) eE) — £ = +79) — - = A8) 
2 4 = = 


c) OMNM" est un carré si seulement si Z est imaginaire pure 
Z 
o TÉOCCOESS ,keZ0=(k+lr , keZ 
Z 


or 8e[0.2] d'ou [8=0] 
—i0 


d'zy=e"-i=l-i : Zu =2COS0=2 ; z,.=e" +i=1+i 








EX 28 : 
z, =] 243 
z-1 
Dei 


2p+3 l+i+3 4+i 


= =— —>1z,, =]-4; 
Der 
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b) 
2) z.=1+2et 
a) AC =|z.-2,=[2e 6|=2 








b) (5.4 AC |= Arg(zc —z,)(2x) = Arg(2e 6 $ 27) = = + (7) 


oCeG(42) et (ax) = +7 (27) 


f 


el de É 
d) z PEN SET Cap =|2+e le‘ =2ef +]1=2, 


A2 . 
243 1+2e ? 243 dos a 
sn 1426 5-1] 2e 6 : 


D'où f(C)=C 


mo FIG FES) 23-65-04 


b) AM.A4M'={2-11f2"1À= {2 1Î2 1 =f2 1-11 <Î(2 -1)(2- 0) 214 < 4 
c) MeG(42)S AM=2S2.4M'=4 AM'=2S M'ec(4,2) 


D'où l’image de (£) par f est lui-même. 
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al :V3-1 
4 


EX 29 : does Zo = 6+6i À,(2) Z, =4"Z A,(z,) 


NT: Ni 1 | 
Daas, gap et fe = 33520 23303 





 (54Ÿ (5-1) 084) (6+25)-{4-25)+8i PT 
in 4 ET = ie pue er a: 
me8)et a E LL 

2 2 Al 2 720TS 


I ne ;" ral 

2 4 2,0 (47) = Z, 5e 6,6. ? = |z, =3ef 
2) et 3) 5 : ] He : E 6 ni "3 3 JE 
4, =a"2,=[(a) 2|> 2, = re ‘| Ge =-é et slz = et 

2 8 4 


.T 
7 
4) 24 =Z =6+6i 2, =z, =6e° z, =3ef re 
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EX 30 : f:M(z)= M2 ire :z2#0 
Z 


1) 
M est in variant par f = fM)=Moz=2oz=lelf=1el1=1e 0M=1S Mec(Oi) 
Zz 


L'ensemble des points invariants par f est le cercle {(0,1) 
=—;€/R D'où O, M et M sont alignés. 
Z 


OM.0M"=|2|.[21 =[2. [1 
Z 








“Eee 

3)a) z,=4;z,=2+2i,z.=2-2i;z, =2 
IA =|z,-2,|=|2=2= 4eçc(1,2) 
IB=|z,-z,|=[21=2= Beç(1,2) 
IC =|z.-2,|=|-21=-2= Cec(1,2) 





Lie 


Bi 
R|— 


Zy = —= 
Z 


cle 


afr (4'8°) = 22 Zy ce 
aff (4'C:) Le zx 





=-le/R= A'B'et À' A'C" sont colinéaires 


£l-. 


Par suite A”, B° et C’appartiennent a une même droite A. 


Salt ef s 22. 


l LE À : 


A 2 F 


=|2| JM'=0M' avec J[T)e M'E med[0J]. 


4)a) 





æf2-2=-2/2-2-2 

















Zz 


b) Me(ç)æ|lz-2-2e 








| 
Z —_— 
2 


Donc l’image par f du cercle ç est la droite médiatrice de [OJ] 
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EX 31 z,=1; 6 =C(4,1) 
I) zZ- =2 z,=1+e 2. lee 


=1 D'où Ze(Ç) 


5 
e 


1)a)  AB=|z,-z2,|= 








b) F2)» #2 —2Z, 
Zr —Z, 


F 





Jen = salé Je = + C7) 





2) 


E 
ba = p3 





a) « x # x x 
= {- i— TZ i- i— 
Jef +e slot = Res + Se 


« 
i- i 
= 7? = Le 
Z2 2, =23 Or z,=l+e*=e 


.X 
1 — 
= = 3 
Ze Ze Z, _ 3e _3eIR ne | 
D'où 4B er AE sont colinéaires par suite A,B et E 


x 


b 


E 
sont alignés 

2 3 z4=3z;— AE=3.4B (Voir figure.) 

7% 

M(2);,z%#1 M (z') avec z'=1+ 72° 

1) sre(2=) - (2m » AM Jen) 

2)A, M et M’ alignées si seulement si AM er AM" sont colinéaires 


ID) 


— , 1+z?-] , z? 
e 224 est un réel = est un réel —— est un réel 
=2, z-1 2-1 
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IT 
RE 
EX 32 
5x 
a. =€a, ra 
1) à, = 
2) 
OM, =1 z [=] 7 
5 Vs + L, a cÉ 
(00) = F+n[ SE )2r) Arg 2, fs = Jen? 
A San (*# Snr x Snr 
De Lie (n+6)2% D 4 ] =" É 6 ] du LE +. = 7, M, = SM, ) 
Et comme M, € ” ) Alors M,+ et M, sont diamétralement opposées. 
2) z as - (re) _ PE uor) ee 17 ee) ee _ = 2, — Mn as M, 
Sx x Snr a Snn x 
md) AE) nt (RE) (at 
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(OM,.0M,.,)= #re[£s | = #re[e Jen = = (27) 





n+4 


(OM,..0M 1) æ sel Zn+8 Jen = #ra[e Jen = -Æ (2) 
z 


(2) 


Et comme M,,M,., et M... appartient à (4) alors le triangle M .M,.,M.. est équilatéral. 





(OH:2.007.) = Are “ Jen = a[ Jen» - 
Z 


n+8 











EX 33: 
| hs | (rite) 
1) z'=-1 7" =e" Les solutions sont : z,=e * ” Avec ke{0,1, 2,3} 
E ui" si ai” ui Ps 
Re VIN ASE". LE rReb tee z,=e * =e * 
2)8#kr;kezZ 
10 
1] | | e +lli 
NE) = ) 
z—i e —] 
59 nd de 0 8 z+i ] 
Or ee" +1=e?|e?+e ? = (2005? e* Euler » RP PE 
2 (e +1)i ] z—i 0) 
| of 8 8 EME 200 2 
et ef — € 5 ]-(20n9)e 1199) 


3) 1 n’est pas une solution de (E) 


.\4 : Æ « # . * . ñ 

.\4 er z+i Z +1 Fe Z +1 Ji Zz+i sie z+i AT 

(z+i) ={z-i) | — 1 —=e*ou——=e * ou -=e *ou—=e * 
Z z—i z—i z—i Si 


—i 





Les solutions sont : 
1 ] ] Ï 


5 = | ne, si tg — te 
Lg E 8 8 Eg 
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EX 34 : = 2 
) 





i NOR 2 LES , 
JM)=M SZ =17S ——=1@iz=iz-17 2z2=i(z2-2) en posant z = X+iy 
i-Zz 


D x +y =iiy)e x + = 2ye x +y+2y=0< x? +(y+1) =] 
Donc L’ensemble des points invariants par f est le cercle (£) de centre A de rayon 1. 


2) 2) ED) =] 


i—Z 
b) 


AM'AM =2"-2,[l2-2,|=|2"+d{2+d 21e" 4.7 
=l2+i{2- à = 0) = he: 
(2+i)(z-i) = 1= rie Arg(z'+i)=-Arg(z-i)2x) 
— Arg(z'+i) = -Arg(z+i)27) = Arg(z'+i) = Arg(z +127) 
= (5 a7)-(a)e0 = (265) (7) 00m 
= (7:27 )= 00) 


D'où AM et AM sont colinéaires et de même sens par suite : M'e [AM ) 
3) a) 





: : +0 
iz =, — — je 
z' ze Sizsit ze z=-- = 
i-2 ite 
> 
(Es CESSE TC TA 0 x\ 1% 
Orite”=et+e =e41/e47 4e 42 | 22 cos 2-7 e ‘? 
2 4 
=) 
NE ie” — ji pe" i 
z =e Re ss = = — l+itg —— 
2 0 x) «55 2 cn 0 7x 2 
cos| ——— |e Le 
2 4 


— 


: i 12% Pal 
b) 2 =1 2 =eîles solutions sont z,=e ? ke{0,1,2\ = S. = le * ,e 3 
) k C 
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= = x 
2 + 3 
= (z V=1e z'=1 où z'=e dé Cie 


N, 
Il 

x, 
JL 

| 

N 
—” 

| 
—_ 
, 
KN | 
——” 

w 
Il 
PP, 
— 

| 

N | 
——”" 

Le 
on 

CLR 


D - 
slesset ee a. “|--2e 1+D=> (1-5) 
Sy = {e(5 2) e() 
2 3 4 2 12 
sé rs [u(2 2) le(S sn} 
2 3 4 2 


Sx 
12 
Conclusion : les solutions sont : z, = T I} 2 Me t£g es et z, ee. e() 
2 2 12 à 12 


EX 35: aelR; (E): z° +a(1-i)z ia? =0 


1) 
A = a(1-i) + dia? = —2ia? + 4ia? = Jia? = 6 =(1+i)a 


Les solutions sont : z, - DCE dE tros (a+i)a _ 
2) 
24 =2t2 =2-0d et Zy =Z, = ia 
ACBD carré de sens direct d’où : 
Li = Z 
CA =CB [z, —z|=|2 — Ze] 4 C =] : 
Z8 — Zc Sr 
’ 2 , 2 | A c)e Fan) B C 
=) 


DZ, 2e =izg —izce D (l-i)z =2z,-iz, S(-z=2-a+as(l-i)z 2® 2 


[ze =1+i] Donc C est un point fixe. 


b) Soit L l’ensemble des points D lorsque a varie dans IR 
ACBD est un carré — CD = CA +CB = 2, -2. =2,—-Ze+z 20 
D Zh =Zy +2» Ze © Zn =(l-aX1-i) 


Soit w le vecteur d’affixe 1-;: s(_) af (OD) =(1-a)affw= OD=(1-a)w 


D appartient à la droite À passant par O et de vecteur directeur w(A :y=-x) 


Donc LCA (1) 
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Réciproquement soit D un point de À =D(x,-x)=Zn=x.(1-i) 
Montrons qu'il existe un réel a tel que ACBD soit carrée direct (avec za=2-a et ZB=ia) 


ACT AD BC = BD 


A 


ACBD carré diret si, 7% et — — 7 
(4C4D}-> BC,BD|--; 








es Zn 7 24 2; et Zn = Zy se 
Ze —2, Ze —Zy 
 Z,=x-I et Z,=i(l-x) en posant a=l-x 
æZ,=2-a et Z, =ia 
Donc ACL (2) (1)et(2) = L=A 


Conclusion : l’ensemble des points D lorsque a varie dans IR la droite À LY=-X 


EX 36 : 


1) 
322-2V3z+4=0 A'=-1]  S5'=i 
V3+ietz' =43-f 


; 1 
_ et 
F2 


Les solutions sont : 


2. 
b) |z1=]N3 +i|= 2—z {5 


8 1 





2) U=[a-n+ 8045] 


a) U?= 3 +i 
b) 


U?=2e5 @U = Vie"? ou U =-V2e? 


Re |- V2c0s2 > 0 et Re(-V35 «0 U= Ve 
Or U=[(1+V5)+i(V5-1)]- Re«u) > 0 


D'où U-=4V2e" U = af cos F+isin à] 

Ho SLT l . 
C) U'= af cos «isin Æ) et U=-[(1+5)+i(5-1)] 
D'où : 


135 


Nombres complexes CH 1 TOME2 








z 1+V3 x _V3+1 
V2 c0s = Du 2 Ne 


 : 3-1 a: 3-1 
2 sin — = mn 
V2sin : ne NE 
3) P(z)= 7° (3 +i).z° +41+iV3).z-8i 
a) 
Soit aelR 


ia solution de l'ég P(z)=0 P(ia)=0 
& -ia” -2a* {V3 +i)+4(1 +iV3 ia _ 8i=0 


S (22° 3-40 5) +i(-0° +2a° +4a -8) =0 


2a° 3 -4a3 =0 (1) 
& let 
-a° +2a°?+4a-8=0 (2) 


(De 2V3a(a-2)=0 [a =0] ou Or a =0 ne verifie pas (2) 


et à = 2 verifie bien (2) 
d’où 2i est une solution imaginaire de l'équation P(z)=0. 


b) 

2i est une solution de P(z)=0 = P(z)=(z -2i)(z° + bz +c) = 2" +(b-—2i)z? +(c-—2ib)z - 2ic 
b-2i=-2(V3+i) 

b=-243 


Identifions : on aura : {c — 2ib = 41 +iV3) | à 
C = 


—2ic = —-8i 


D'où P(2)=(2-25)(2° -2V32 +4) 

P(z2)=0&<z-2i=0 ou z°-2V3:+4=0 
z=2i 
ou 

D'après 1) {2-3 +; Se = {2i V3 +i; V3 à) 
ou 


z=V3-i 
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4) z,=V3-i zy =V3+i Zc = 2i 





b) 

+ aff (OC) = ze = 2 et aff(AB)=z, ze = 2i 
D'où OC = 4B —>OABC est un parallélogramme (1) 
*OA4=}z,=2 OC=|:|-2 = [04 = OC] (2) 
(1)+(2)= OABC est un losange. 


EX 37 : 


Dae Lo. 
2 


1) (2 + 2ei ) a (&re 3e ) = ge 
2jz (7° + 2e" )z+ 2e* =0 


A =(e? +26) 8e = (e** - 2e“) 6-61 — 26" 
Les solutions sont : 
(e#* +26 )-(02 - 2e") 


2 . 





M) Z4=e ; 2 = 2e ; z,=iei :; 7, =-Djei 
1) 


: 5 dia (GO +2a) Fi ia) 


137 


Nombres complexes CH 1 TOME2 





b) a=— Z4, € 
2) 1= AB" 
das CPE 70 ICT) hr i(Z, —Zy) AT 
; 2 2 Zr —Z, 2(23 —2,) 2 
> af (Oi) | ce ER 
)——=—— est imaginaire pure d’où (01) L(A4B) 
Z,=2, aff (48) 


D'où (OI) est une hauteur issue de O au triangle OAB. 


2e El Lis D'où OI =} 48. 
AB |z,-z,] | 2| 2 2 


EX 38 : 
nae[O,x] 





1) 2° —-2e°z+2e° =0 Asp re = 71 = ô'= ie 


Les solutions sont : Z' = €” + ie” = (1+ i)e” el z"= (1— ie” 


ID) z,=(1-i)e® et  z, =(1+i)e* 
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2 _ (tie Li | (+i) _2i 
#2 G-de li (-DNi40 2 
OB se Le 
b) aÿ(08) se) est imaginaire d'où OA 1 OB (1) 
aff(O4) z 
ele El el <> OA = OB (2) 





(1)+(2) = OAB est rectangle et isocèle en O. 
2} 


a) (a) = Arg(z, -2 )(2x) = Arg(2ie" 2x) = Arg(2i) + Arg(e“ (2x) = . +a(2x) 


b) Soit A:y=x 
apae fi) EmeasEeluritezoas Ærirez 


Comme a e[0,7] d’où a -+ 
Conclusion : (4B)//A si seulement si œ = 7 


c) Pour a = Z4 = (1-ije + = Vie * 3) = 2e" et Haas 
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EX 39 : 
9e|0.2| (E): iz* +6sin0.z -9i=0 


1) 
A'=9sin" 0 +9i° = -9+9.sin? 9 = -%(] - sin° 8) = -9cos° 8 — 6'= 3icos0 


a) Fr —3sin 0 + 3icos@ __—3sin 0 —3icos@ 


= 3(cos0 +isin0) et z" = 3(—-cos 0 +isin 0) 


z'=3e" et  z"=3[cos(7 -8)+isin(r - 0)] = 3e" 


222, =3i ; 24 =3(cos®+isin®)  ; Zy2 = 3(—-cos0 +isin@) 
a) z4l=l2nl=lzu2l=3 — OA=OM, = OM, =3 D'où AM,M,EGus 
b) On a OM, = OM, donc OM,AM: est un losange ssi : 


OM, =M,AS z,=2,-2, & 3(cos@ +isin@)= 3i-3(-cos0 +isin0) 


+ c0s0 +isin® =i+ cos —isin® «> 2sin0 = 1e sin® = > avec 8 e[07] + 0-7 


3) i.z*+3V3.7° -9i-0 On pose 1 = z° l’équation devient : 
il +3V31-9i=0 > A=-9->6=3i 

Ne Alle V3 | 1 3. 
t = — =3 200 el pre rat 


2i 2 


E È T2 
(iles 2x és s=diet ou z = 2e 6 


“E= [5 ÿ4) © z°= :  z= es où = Be”: 
Sc = bi Be": Be: Be" ; 
N, (ét | : N, Lie" N, LA | N, A | 
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ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME2 


QCM 


LE O 
D F x = S(4c) S(48) 
(4,5) 


2) S(48y Siacy = Id P 
3) Ï = S 42) 

4) f(0)=0 

s) f°f°f =idp 
Vrai Faux 


1) (Faux) 
En effet : une symétrie orthogonale d’axes A fixe tout point de A 


2) (Faux) 

Une translation de vecteur non nul est une isométrie sans point fixe 
3) (Faux) 

Une symétrie glissante laisse globalement invariant son axe. 

4) (Vrai) 


S,.°S, est une translation si A/A', 


S,:°S, est une rotation de centre I si AnA'={/} 
5) (Vrai) 
En effet : f fixe le point A d’où / est soit l’identité, soit une symétrie 
orthogonale d’axe passant par A, soit une rotation de centre A. 
Comme f(B)#B— f zid 
D'ou f est une rotation de centre A ou symétrie orthogonale. 


JE CS Er. Ou f=s, avec A=med|8C|] 
"2 
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EX 1 : 
].On marque le point I intersection de (AB) 


et À 
2.0n trace la droite (1A°) qui représente 
l’image de (AB) par Sa 
3.0n marque le point j intersection de (A'B) 
et À 
4.On trace la droite (JA) qui représente 
l'image de (A’B) par Sa 
5. (AB) et (A'B) se coupent en B alors leurs 
images (1A') et (AJ) se coupent B’= SA(B) 


cts. 


EX 2 : 
Soit 1 le point de [Oy) tel que : OZ = MN 


P=4%M = op = °4+0M 
OB+ON 


Q=B*N—0Q-= - 


PQ = PO +00 

= 09 -0P 

_OB+0N-04-0M 
2 


EX 3 : 


f(G)=G 
On a : GA+GB+GC=0 


D'où: GA'+GB'+GC'=0 
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À: 


— —— ———— —— —— Se, tt té 


=(GA-CH+60)-(G4+ 05 +00) 
Er 


0 0 


=0 


m 


X 4 : 
nf=s°s fT=ss, 
*A =A,— f=id = f" =id 


* À, I A,etA, # À, 
— f est une translation 
— f ' est une translation 


* ANA, ={1} 
— f est une rotation de centre I 
— f'' est une rotation de centre I 
2) 
-] 
A =A,f=/f 
-] 
"A LA; > f=f 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME2 


EX 5: 
© (© 
5 |, 


Désignons par « O » et « O” » les centres respectifs de (C) et (C’) 
W : le centre du losange IAJB alors  W= A*B = I*J = O*O 


L'image de la droite (AJ) par la symétrie S, est la droite (BI) 


et = L’image du cercle (C) par la symétrie S, est le cercle (C’) 
D'où Ss,(M)=0Q 
De même S,(N)=P. Par suite W= P*N = Q*N 


= PQNM est un parallélogramme.(1) 


5(00(4) = B 


Sen }=Seet4 (8) 
(00) " 


Or Do (C) Æ (C7) 


D'où S,(P)=Q. De même on montre que : $,,,(N)=M 
Ce qui permet de conclure que PN=QM (2) 


(1)+(2) => PQNM est un rectangle. 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME2 





EX 6: 
E 

1) 
S(4)=C 
S,(1)= & 2) voir figure 
S,(L)=J 
3) 
S0S (A) _ S(C) =C EN — 
S708: ( L}=S-(K) =F lc (4) u 
S20S1 ( L}=S:( J ) =E _ 
2081 ( L}=SA( 7) t—(1)=F 

1 (L)=E 


S20S, et {= sont Deux isométries qui coïncident sur trois points non 


alignés CE etF Donc sont égales D'où 9,°S, = ÉE 
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EX 7 : 


AL(BC) d'où S,°5,=S, : La 
symétrie centrale de centre I. 


Spc>°Sa(4)= Sie (A) = 4" 
= S,(4)= 4"= I = A* A4" 


Spc) Sa (8) = Siye(C)=C = 1 = B*C 


D'où ACA’’B est un parallélogramme 
et comme (AB) 1 (AC) Alors 
ACA°’'B est un rectangle. 





Désignons par I= B*C et A : la 
médiatrice de [BC]. 


EX 8: 

J(4)= À A 
J(B)=C 

J(0)=D 


1) : 
8(4)=S. 40, (4) = Sc, À = À 


8(B)= Sc) (B)=S 40€ = C 
8(0)=S 40 10) = Sc, D = B B I c 
T=B*C = g(1) = g(B)*g(C) 
=» gl) =C*B 
— g()=1 


2) £ À id car £(B) # B alors g est une isométrie, différente de l’identité 
et fixe deux points AetI d’où £g= S, AI) 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME 2 


EX 9: 

IS ier Dà ={,;; car A//(AC) 

Six Siac) =; avec {H}=(J/K)n(B1) 

2) 

F ne (Sucr Sa) Sikn er) 
= O 

fe 

b = Lx 

3) 


On af = l,5x donc pour que f 
soit la translation de vecteur B1 il 


faut que 2BH = BI 











 H=B"*] 
 J=A*B 
EX 10: 
Soient M,(z,) et M.,(z.) d'images  iz-l-i=ze z(i-1)=1+; 
respectifs M'(z') et M',(z',) par f. i+I 
| S Z2=—@ z=-|i 
On a : 11 
z' =iz, -l-i D'où / laisse le point I d’affixe (-i) 
at li comme unique point invariant. 
| : é Par suite j est une rotation de centre I 
l ‘a 1 =liG -z) Soit M zi f(M=M'ez'=iz-]-i 
=|i].|z, 2, &S z'+i=i(z+i) ue, 
z+i 
=|Z, —Z oi = 
| 2 | es A D ds ss 
aute M M! = M.M Z TI 
PONT rare '+il=|2+il 
f conserve la distance = f est une à à ; 
: je à z I 
isometrie À ee | F .) = 5 (2) 
*Déterminons l’ensemble des points 
invariant par f. IM "= I1M 
SM)=M <S z'=7 OM TM) = (27) 
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D'où Fe 
EX 11: 


M,(x,,7,) M (x, y;) 
M',= f(M,) M',= /f(M,) 


Role sue 


y 
' ! ! A F ' ’ ! 
eye) | et M',(x',,y',)g: B 
y = V2+—x —— y, 
Dh. Fe DD 


1) Montrons que f conserve les distances 


Sl 
*2 
+ 
Si 
À 


hip 


(M' M',Ÿ =(x",-x) +») 


13 +, -X — Re —X + ] 
Re na Dee 
l > ] à; 
=" [6 -x) +0 y) +2(% -x) (y, -y )]+- [Ce TX Ÿ +0 -n) —-2(x -x)(v, -» )] 
=(x x Ÿ +0 -n Ÿ 
=(MM.,Ÿ 
d'ou M'M',=MM, 
Par suite f est une isométrie 
° 2) a)soit M (x, y) 


] l 
Let ÿr ge 
JM)=MS V2 V2 


= y 


"RÉ 
V2x = V2 2+x+y 
pass 
(V2 -bx-y= 2-2 
EPA 
NE 
x-(1+V2)y+ 42 =0 
 x-(1+V2)y+V2=0 


D'où l’ensemble des points invariant par f est la droite A :X—(1 +V2)y+V 2=0 


(es, 


ie 
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b) Ï = S, 


EX 12 : 
| M,(2) M,(2;) 
1) soient M'(z!) M',(z',) 


fM)=M'\S 2" =iz 
fM,)=M',& z',=iz, 
M'M',=|z,-2 
=iG -z) 
=. 2 
=1.]z, -z,| 
=M M, 


f conserve les distances d’où fest 
une isométrie. 


EX 14 : 
Soit I=A*B 


A B 


a 
l 


D) (T48]) [48] 
Deux cas se présentent : 
l”cas: f(4)=4 et f(8)=8B 
[= A*B= f(1)= f(4)*f(B) 
= f(1)=A*B=I 


2em cas : f(4)=8B et f(B) = A 





CH2 TOME 2 


2) M(z) avec z = x+iy 
fM)=M S z=iz 
 X+iy =i(x-iy) 
(x y)+i(y- x) =0 
frs 
y—-x=0 
D Y=X 
D'où l’ensemble des points invariants 
par f est la droite À : Y=X 


3) J =S, 


Î=A*B= f(1)= f(4)* f(8) 
= f(1)=B*A=I 

2) d’après 1) f fixe I=A*B d’où f est 

soit l'identité , Soit une symétrie 

orthogonale d’axe passent par I, Soit 

une rotation de centre I. 


D J=S y» 
ou f =S, avec A=med[AB] 
ou Pete =S,. 


ISOMETRIE DU PLAN 


EX 13 : 


CH2 TOME2 





S,°S, = Sos) °5(04) 


=r 4 
1) (0,2(04.0B)) 


2) Soit C le point d’intersection de A 
et (AB) et I=A*B 
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(OI,OC)= (OI ,04)+(04,0C);, 
—T T 
=—+—(27)=—(2 
& > T) | T) 
0 — = 4 = ; _ 
DE aa: oc) 2) 
3) J=SR 
R=S Se S,=S R 
> S, =S,°R. 
D'où f=S, =S, 


= R 


ISOMETRIE DU PLAN 


EX 15 : 


CH2 TOME 2 


1) L'image de (C) pour / est lui-même = f(0)= 0. 


_x# soit l'identité 
— | : 
D'où est a soit une rotation de centre O 


soit une symétrie orthogonale 


2) ona f(0)=0O D'où f([48])=[48]. 
l"cas: f(4)=A4 et f(B)=B 
= f =id 


2em cas : f(4)=B et f(B)= A 
— f=S, avec A = mod|4B| 





EX 16: 


1) Ne 
f(B)=C 


f est une isométrie sans points fixe d’où f 


est soit : une translation de vecteur # non nul 
Soit une symétrie glissante. 
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AB # BC d’où f n’est pas une translation, 
par suite f est une symétrie glissante. 
2)a)f(1)=1 1eP. 

med[4B]# med[8C| 

D'où f n'est pas une symétrie orthogonale. 
b) f fixe un point let f n'est pas une 
symétrie orthogonale d’où f est une rotation 
de centre I car f # id 

(*) IA=IB et IB=IC 

I : le centre du cercle circonscrit au triangle 
ABC 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME 2 


“EX17: 


l 
j 
| 
| 
l 
| 
| 
l 
| 
| 
l 





Soit W=A*B 
1” cas : (4B)LA il est clair que f #id 
*f = lt 

ou 

“SL =rwx = Sy 

ou 

*f =S, avec D//AetWEeD 


2em cas : (AB) et A non perpendiculaires. 
Soit H : le projeter orthogonale de A sur A 


*f=t 


NT = 
J=S, 
Ou 
FI : la symétrie glissante B 
d’axe D et de vecteur HB 
H 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME2 


EX 18 : 
e f(4)=C donc f #id 
— f est une rotation de centre I 
d’angle 8 =(/A .IC)(2x) donc 

6=x|[2x| 

D'où f=S, 
e f(4)=D donc f #id 
Pa" = f est une rotation de centre I 

8 C d’angle G,1D)= (27) 


1)a)on a: f({4,8,C.D})={4,B,C,D} 
Le point I est équidistant de A,B,C et 
D = f(1) est équidistant de A.B.C et 


3) f : symétrie orthogonale. 
e f(4)=4 et f(/)=1 


D = f(1)=1 > f=S y 
b) f fixe le point I d’où f est soit e f(4)=B d'où f =5,, avec 
l'identité, soit une rotation de centre I A, = mod|4B]= mod{[CD] 
d'angle non nul, soit une symétrie e f(4)=C 
ee d’axe passant par |. f=$, avec A = mod[4C] 
) = Si 


e f(4)=4 et f()=1 


Comme f n’est pas une symétrie e f(A}=D=J=S,, AVEC 


orthogonale alors f =id, A; = mod[ AD] = mod[8C] 
e f(4)=B donc f #id es. ee de : 
p dt cata d aissent globalement invariant le Carr 
ar suite / est uner PA e ABCD sont : 
centre I d'angle 8=(/4,1B)(27) | 
id; UE) ea Ss3 Souri Suns Sas Sa, 
2 2 


e=" [2] 
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EX 19 : 


A' C 


1) GA Tv GB LS GC = 0 
— GA'+GB'+GC'=0 

D'où G : le centre de gravité du triangle 

A°’B°C’. 

2) ({A,B,C})={4",B",C 


a) f conserve les le centre de gravité 


> f(G)=G 


EX 20 : 


A 


B C 


1) Soit G : le centre de gravité du triangle ABC. 


CH2 TOME 2 


b) f fixe le point G et A F id d'où f 
est soit une symétrie 
orthogonale d’axe passant par G soit une 
rotation de Centre G. 
(*) on suppose que f n’est pas une symétrie 
orthogonale. 
ef(4)=4'f=r, 
(G.) 
ef(4)=Bf=r;,, =S 
ef(4)=C'f=r ., 
(G.—) 
(*) on suppose que f n’est pas une rotation. 
ef(4)=4'— f=S, avec À, = mod| 44'] 
e f(4)=B'— f =S,. avec À, = mod| 48] 
e f(4)=C'— f =S,; avec À, = mod| 4C"] 


Conclusion : 


On a: f(G)=G 


En faisant un raisonnement analogue a celui de l’exercice N°18 


J'EN Er 55 5 ua 
or) sb HE. 


" 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME2 


2) AABC)}-(ACD) 
a)g=S 4" f 
l’image du triangle ABC par f est le triangle ACD,. d'où l'image du triangle ABC par g est le 


triangle ABC. 
g : laisse le triangle ABC globalement invariant 
b) d'après 1) 


gela,s EST 0 ao 
(GC) (G.——) 
3 3 
eg=id > S4cy = id 
> f =S,,e 

a a ne 
+ = S, 46) > S,40 L =S40 

< o 
> f =S, 4, Sac 


f=r, 
(4,9) 
E— Sp6) > f =S, 4 Sisc 
= f =S$, avec I = A*C 
= Sie > Î = Sacs Sico 


md ts 


ee = oO 
gr 2x > [= Sac 2x 
Le (=) 


= is. © 
NET ie > f=S,40) le 
(G—) ie 


Ra : on montrera dans le chapitre suivant que pour les deux dernier cas : f est une symétrie 
glissante que l’on caractérisera. 


EX 21: 


c T = Siscy Sicay Sca8) 

Sicay Sc48) =SS un 

> Sac) Sica Seam = Siscy” Sa Scan 
> Î =(Siacry Sa) Sçarr 





Sac S = car ABC) 
= O 
D'où J L Lx OT 
1) Sc Seam = S4 Î est la symétrie glissante d’axe (AH), de 
Car (48) L (AC) vecteur 24H 


Sen = S, = À est la perpendiculaire à 
(AH) en A. donc A/(BC)et A€A 


155 


ISOMETRIE DU PLAN CH2 TOME ?2 


7N- 


A 


EX 22 : 


1)a) [AD] est un diamètre pour (C) => le triangle ABD est rectangle en B 
Par suite le triangle ABE est rectangle en B. De plus CA=CB 

© c: le centre du cercle circonscrit au triangle ABE 

œ CB=CE  C=A*E 


b) C=-A*E 
le triangle ADC est rectangle en C car [AD] diamètre de (C) 
on a donc : 
Ca=ATE 
ras L (AE) 
D'où (DC) est la médiatrice du segment [AE]. 
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2) 
f= San)” Sipc 


= Sc)" Sin) 


CH2 TOME2 


a) f est la rotation de centre D d’angle (DC, DÉ) = TE (27) 


d’où Ter -2x de même To 
(D) A4) 
b) f=SS"S 0 = 3m, d'où A=(DC) car D e(DC)et (DA, DC) = © (2) 
rte 


8 = Sean Sa =T 2% 


(AE) 
c) 
A'L(4C) 
e = A//A' 
A L(AC) 
ef g=S," (40) S(4D) Sa 
id 
= S,°S,, 
LT 


A' : la perpendiculaire à (AC) en A. 


car A//A'et (AC) 1 A 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 


QCM : 
J) r.oS, est une symétrie centrale 
2) Un déplacement qui fixe deux points distincts est l’identité 
3) La composée de deux symétries glissantes est un déplacement 
4) Sp » symétrie orthogonale 
{ 3) 


5) S, °S, =; 


VRAI ou FAUX : 
1) vrai : la composée de trois symétries orthogonale est un antidéplacement 
2) vrai : symétrie glissante n’a pas de points invariants 
3) faux : gef(1)=1 go/f est un antidéplacement qui fixe un point = ge f est 
une symétrie orthogonale 
4) vrai: f=t;oS,=S,ot, f'=s,ot.=1.0s, 
5) faux : f(A)=C 
f(B)=D 
AC + BD = f n’est pas une translation f=SQ avec o=A *C 
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DÉPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 


EX] : 


ne = 0 
Î(A)= B 
ffixeoet f #id d’où f soit une symétrie orthogonale d’axe A=med[AB] soit une 


rotation de centre o d'angle & =(04,0B) [2x] 


EX2 : 


. 
————_——— 


1. AD=BC et AD d'où il existe un unique déplacement tel que ee Fe o=t 


(D)=C 4 


De même il existe un unique antidéplacement y tel que D a med[AB]#med[DC] 
y 
—y n'est pas une symétrie orthogonale 


—y est une symétrie glissante 


De même : il existe un unique déplacement ftel que Ê re f=5S, 
f(D)=8B 
g(4)=C 
Et il existe un unique antidéplacement g tel que g(D)=B (g : symétrie glissante) 


Conclusion : il existe exactement 4 isométries qui transforment le segment [AD] en [BC] 


2) le triangle BCO est ADI ne sont pas isométriques ( AI£BC : AI£BO et AIZOC) d’où il 
n'existe aucune isométrie qui transforme le triangle BCO au triangle ADI 


EX 
1) S,°5,°S$, est un antidéplacement qui fixe le point A donc c’est une symétrie orthogonale 
d’axe passant par A 
2) Si(B)=B'  ; S(B')=B° : S:(B')}<E 
3) S,°5,°5, est une symétrie orthogonale et S,°S,05(B)=E =8S,°5,°5 =$, avec 


A=med[BE] 
EX4 : 
Fr=r , 
AB = AF 
] dd — d'où F=r'(B = 
ds (4B,4F)= (27) PE di 48 


2) D=A*G=(AD)-(AG)=San0 Sac =Id et Siac)0 Star) = Ra 


> SçaD) 0 S(AG) # S(AC) O S(AE) 
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EXS : 
1) AB=CD et AB#0 donc il existe un unique déplacement f qui envoie A sur C et B sur D 
De même : il existe un unique déplacement qui envoie A sur D et B sur C 
fet g : les seuls déplacements qui transforment [AB] en [CD] 
(4B)11(CD) 
2) a) ne =C 
f(B)=D 


fest d’angle (4B,CD) =0(27) —f = le 


Le g est un déplacement d'angle (AB;DC}-x[2r] 
g(8)=C ; 
= gest une symétrie centrale, g=S, avec I=A*D 
f(B)= D 


fest d’angle a tel que « - (4B,CD jen 


— fest une rotation d’angle à de centre w avec {w} = med[ 4C]n med [BD] 


js De 
g(B)=C 


g est d’angle (4B,DC) =a+r(2x) 
— g est une rotation d'angle (a +7) de centre A avec {Q}= med[4D]nmed[ BC] 


EX6 : 


1) OA=OA et OAZ0 d’où il existe un unique déplacement f tel que HE 
fest un déplacement d'angle à =(40, 4AO'X27) a f 4e) 
S(6)=6" 
2) 
Fa) (O) = 0° 


la M)=M") = C7 OA | = (o'“ .0"à) (2x )car r conserve la mesure des angles orientés 




















(BM,BM')=(BM,BA)+(BA,BM'}(2x) 

















= = (OM.0à)+= (OA OM Ur) 
OT (ET rc a (57 


d'où les points B.M et M° sont alignés 
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EX7 : 
1) a) voir figure 





b) l’ensemble des points M du plan 


vérifiant (MB. MC) = (27) est l’arc 


| BC] contenant À, privé de B et C 
c) l’ensemble des points M du plan 
vérifiant (MB. MC)= 7 (7) et MB<MC O 


est l'arc| 8J JcontenantA, privé de Bet J 


2) a) on a : AB=PC et AB#0 d’où il existe un unique déplacement R tel que 
R(A)=P et R(B)-C (4B. PC) = (27) d’où R est une rotation d’angle D 


«B = wC 
b) soit w le centre de R. R(B)}=C si — y d’où o=J 
UE RE SE (ER) 
R=r,, 
(4,7) 
JA = JP 
C) RAP Si — y d’où JAP est un triangle équilatéral direct 
(JA.JP) = an 
EX8:f=To0R 
D 
1) f(D)=T ° R(D)=T(D)= À 
f(A4)=ToR(4)=T(C)=B 
à C 


2) fest une rotation d'angle 7 (composée d’une translation et une rotation) 
£ s P 


soit « son centre f(D)=A = we med[DA] 
f(A)=B = we med[AB] d’où w=I et fers 
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EX9 : 


1) Comme étant composée d’un nombre pair de symétries orthogonales, f, get 
h sont des déplacements 
2) ABOCD rectangle 


J = (Su © (cn) CS 4) © (ce) & =(S, 48) ° (401) (Sc) © (cp)) h=(S, 49) ° an) ° (Sc) © (ca) 


J=t5°bS g=S,°S. h=S,°S=1 


= ha 8=LaT h=g=/f 





1) f=R,°T 
a) f(B)=R,°T(B)=R,(4)= 4 f est une rotation d’angle =. (composée d’une 


translation et d’une rotation) et f(B)=A 
IA = IB 


D'autre part on a : | d’où fest de centrel  f ts 
{ = 


UB,14)= (27) D) 


IC = D" 
b) f(C)=R,°T(C)=R,(D)=D' d’où de ID) = 7 (27) 


par suite le triangle ICD” est rectangle est isocèle en I. 
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2)J=C*C'; R,=r, 
(4.10) = +7) 


a) ACC" est rectangle et isocèle en A et de sens direct J=C+*C’ d’où {er 
JA = JC = JC' 


Par suite Ry(A)=C 


(AD", CB)= (AD', DAY2x) = (4D', 4D°',AD)+ (27) 


b) LS 
Æ De + T(27T) = 5 2) 





c) montrons que R,(D')=B 
CD"= AD! 





soit D'=R,(D') ona aussi C=R,(4) d’où 


S| 


(AD',CD")= — (2x) 








CD"= AD'= AD = CB 
= 


(AD',CB)+(CB, CD')= (27) 





CD"= 
— 
3 + (CB, CB,CD*)= Ÿ (27) 
CD'"= 
> 
(CB,CD")=0(2x) 
= CB=CD"= D"'=B 


D'où R,(D’)}=B 
JD' = JB 
est par suite le triangle BJD' est rectangle et isocèle en J 
7 \oD\ JD',JB) = 7 (27) 


3) g=R,of 
a) g(B)=R, o f(B)=R,(4)=C 


b)K=R,(1) 
get sl est une rotation d’angle x — g est une symétrie centrale 


PE 
(4.5) 


g(B)=C td centre A'=B+*C Donc g=Sa 
g()=R;°f(N=R,(D=K 
= A'=1*K 
= K'=S,(1) 
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f=r0r, fiestun 
Er 
rs 


déplacement d’angle +) = 0(27) 
Donc f, une translation 
f{B)=r0er(B)=r(0)=-0 d'où fi =tgo 
2) a) (BE,04) = (0404127) = —" (27) 
(car OBEA’ est un parallélogramme) 
b) 
Fo 
DR SR 3 


Er se dre 
(07 


tete A = À 
, 30 os) ) 





r(E)=7r 
(0 


D'où le triangle EB’A est équilatéral direct 
3) 


f = loi 
, I 3 “ + . î 
a) f,=to(rot,) rot, est une rotation d’angle = d’où f est une rotation d’angle 3 


b) f(B)=r0onct,(8}=10r(0)=t(0)= À 


EB'= EA 
A cp d’où B est de centre E Donc f-=r, 
(EB',E4)= (27) 7H 


C) f(F)=tonot(F)=tion(C)=1(C)=G car OB’FC et OC’GA sont des parallélogrammes 
EF =FG 


£(F)=GS é x (F) -G = par suite EFG est un triangle équilatéral direct 
3 


(EF. EGy= © (2) 
d) on a : EF-FG=GE 
[I=O*E ] a Ï ] 5. - « 

— J ==EF de même JK =—FG et IK=—GE d'où IJ=IK=JK par suite le triangle 
J=0*F 2 2 2 


UK est équilatéral 


DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 


EX 12 : 





l)r,=r r, =? 
) 74 (4.2) (85) 


a) Son ° Su Et la rotation de centre À 
d’angle 2(48,40)= + (27) d’où 
S 40) S 48) _ ry 

b)r=So Sam € 8 = S(84) ° So) 


> lila S,40) 5, 48) S 48) ° 580 = S40) 5 80) =S 


car (AO)L (BO) 





2) a)r,or,(E)=r,(C)=G 
b) 
r,°r(E)=G 
= S,(E)=G 
D O=E*G 
oo ne 
DT (04) 
r.°50°M(C)=r °S0(E)= r.(G)=C 
rs, est une rotation d’angle Ste = À) d’où r.os,er, est une translation 


+ = or) | qui fixe le point C d’où r,.°s,cr, =id, 
d) O=D+*H = SoD)=H et r.os,er,=id, >r.os,°r, (D) =D 
FD = FH 
oser (D)=D > res, (D)=D = rr(H) =D = (FH.FD)={2r] 
| 2 
D'où le triangle DFH est un triangle rectangle et isocèle en F O=D+*H=OD=-0F-=0H 
Et (OF)L(DO) par suite ODF est rectangle et isocèle en O 
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re 
2 
f=R°T 
g=ToR 
1) a) {K)=R © T(K)=R(J)y=K 
LOT ° R(J}-T(K}=J M1 


b) fest une rotation d'angle © (composée d’une translation et dune rotation d'angle ©) 
2 2 


f(K)=K d’où ere 
2 


) 


g est une rotation d’angle - et g(J}-J d’où g= Fr: 
( 3) 


2) a)gof'=r ,or , et (L+=T =0(2x)) D'où gof ' est une translation 
OA) KT) 20e 


b)gof'(4=g1=C d'où gef'=t.. 
C) g(M)-M2 f(M)=M: 
gof"'(M,)=g(M)=M, 


1. (M,)=M, d’où ACM:M, est un parallélogramme 
= MM, = AC 
EX14 
r(C)=D 
r'(B)=E 


1) a)r,(C=D AC=DA et AC#0 d'où 
2 


il existe un unique déplacement f tel que 
f(A)=D et f(C }=A 
b) f est un déplacement d'angle 


(AC, DA) = (AC, AD)+ x(2x) = 5 +70) = Ur) 


d’où f est une rotation d’angle ) 


soit w son centre 
f(A)}=D = we med| AD] 
C)=A —wemed[4AC] d'’oùw-l et 





DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 
2) g=for 


A) Er or. (+5 =00m) d’où g est une translation 
(4) (4.5) 


etcomme g(A)-D =g=1, 
b) g(E)=F= for(E)=F= f(B)=F 


IF = 1B 
*f(B)=FSS — x d’où BIF est isocèle et rectangle en 1 
UB,IF)= (27) 
f(C)= A s é 7 
C AF) L(BC 1) car fest une rotation d'angle (—— 
let )L(8C) (1) gle (T°) 


or (AC)L(BC) (2) 
(1)-(2)= (4F)II(C4C) par suite AC et F sont alignés 
EXI1S : 


a=8 





l) a) b=6e 


A7 


ai £ 
c=8e * =8e ?: 
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CAa'=CB 
b) 4'= B)=i —— 
eat) (CB, C4) = (27) 
la'-c|=|b-<c — =] | ; ; 
ac rx 7 : =e æa'-c=e"(b-c) 
Aer an A = (7) ; 


# fr .# 


f # #f LA 
i— i— di- -2;- -2i- -i— -di- 
æa'=e'(b-c)+ca'=et(6e  -8e )+8 ? Sa =e" -8e : +8e : 


Sa'=6+8(e eee Ê 4 


2 2 
De même : 
*r .(C)=2 
(4,—) 
3 
had 
—b'=e (8e 7 -8)+8 
—b'=8&1-iV3) 
*r , (4)=C" 
(8.—) 
3 
Si RCE 
> C'=7(1+i3) 
E 4 
c) pe cr tue a O,C et C’ alignés 
c S. 0 4 4 C 
* a' —l4 , : £ 
nn Le O.A et A” alignés 
a 
Ver # D | 
x D'UN) _ 16e © _8 «8 Re OB et B° alignés 
b = ail 3 3 
6e ? 6e 


D'où (AA”),(BB°) et (CC’) sont concourantes en O 
2) a) OA+OB+OC=|a|+lb|+|c] =8+6+8 = 22 


b)1+J+/° = 14e" 4e 21 8 RE 








+ —-—-i—=0 
2 20.2 
3) a) 
a-2)+(b-2)ÿ +(c-2)j = (a+bj° +cj)-(1+ j+ j?)z =|a + bÿ° + cj 
0 
= 8+6e 3e +8e 5e 3 = |8 + 66°" +8e*°| = [8 +6 +8 = 22 
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b) |[Z +z, 





<]Z]+]Z,] (cours) =|2+2'+z"<|2+|21+]z 


C) (a—z)+(b-2)ÿ? +(c-2)j| <|a-2|+|b-2|| jf +|c—z]| ;| 
= 22<la-2] +|b-2]+lc-2|= 22<M4+MB+MC or OA+OB+0C=22 
D'où MA+MB+MC est minimale pour M=-O 


EX16 : 
[/ 1) ABC équilatéral direct d’où 

















AC = AB le 
b-a C 
A ras un 
A,—) = — = 
3 (48, ) 3 7) Ag(£ L27(%) 
b-a 3 

= se) = c-a=e"(b-a) H 
T7 5 : 

e même : RAP (e-d) E F 


2) EDBG est un parallélogramme = BG=-DE=g-b=e-d—g=-e-d+b 
De même : =CH=DF=h-c=f-d=h=f-d+e 
3) h-a=(f-d)+(c-a) 


h-a =e%(e-d)+e'(b-a)=e? [(e6-d+b)-a] 


h-a=e(g-a) 














La 
ga 
h-a 
en h-al=|g-a| AH = AG 
==, > = PQ 
h-a, x Ag) T2) (AG, A) = 2 (27) 
Ag )=—(27) g-a 3 3 
g-a 3 
D'où le triangle AGH est équilatéral direct 


IL/ 
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1) a)r,°R est une rotation d’angle © (th du cours) d’où f est une rotation d'angle 7 
2 3 3 


b) f(B)=1,°Ro1(B)=1,0 R(D)=1,(D)=C 


AB = AC 
Orona:{—— y d’où f est une rotation de centre A = f=r à 
(4B, AC) 0) (45) 
AG = AH 


2) f(G)=t,°Rot(G)=t,°R(E)=1,(F)=H D'où par suite AGH est 


(4G, AG AH)= 2 2 1) 


Équilatéral direct 


EX17 


1 
J(D)=C 
f ° f(4)= f(D)=C # A 
=> fo f #id 


d’où f n’est pas une symétrie orthogonale E 
par suite fest une symétrie glissante 


* soit à son vecteur et À son axe 
J=teoS,=S, ot. 
Jof=toS,oS,ot:=t. 


fo f(A)=C = 2ù = AC = ü =— AC = 4O 


] 
2 
f(4)= D = 4*DeA 
f(D)=C= D+CEA 
D'où A=(1J) avec I=A+*D et J-D*C 
2) E=f(C) 

a) CD) +E= fef(D)=E-=1,.(D)= AC =DE d'où ACED est un parallélogramme 
= CE=AD=BC d’où CE=CD et (CE,CD) = (BC, BA)(2x) = 7 Ur) par suite DCE est un 
triangle isocèle rectangle en C et direct. 

b) E=S,.(B) 

c) F-f(B) 

PT ARR E RER ER 
3) f°S,/» Cst un déplacement (composée de 2 anti-déplacements) 

Jo San, (4) = J(4A)= D 

LS, (D)= f(D)=C 
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LS, est un déplacement d'angle (AD. DE) = (DA. DC)+R (27) = + 7027) = (27) 


D'où f°S,,,, est une rotation d’angle (Æ 


OA = OD 


Ona:fesS,, (A)=D ti — d'où foS , = 
f Lan ) V2 F (4D) se 


—K 
3) 


EX18 : 

1) a)1,°8S,,(8)=1,(4)= 0 

tk ° Sn) =1,(0)= D 
c) BI=OD et BI z 0 d’où il existe un 

unique antidéplacement f qui 
transforme B en O et I en D 

alors d’après a) f =r,.°5, donc symétrie 

glissante 








* de même : il existe un unique déplacement g tel que g(B)-O et g(1}=D 
(BI. OD) = 0(2x) — gest une translation g(B)=0O = g=1,, 

2) A=med[IC]; keA 

a) voir figure 

b) L=C*D donc S,(D)=C 

c) lére méthode S,o(r,.08S,,X1)=S,(D)=C 

S,o(,°Sx,XB)=S,(0)=E (car OCED est un paraléllogramme) 
Or SA(T)=C et SA(B)=E 
Deux antidéplacements qui coïncident en deux points distincts sont égaux d’où 
S, Sie Six) = Sa 
2éme méthode : ona: 


S, = Si, ° Sep 
lié _ Sp °S, 
D'où : 
S, ‘0 Six) = Sin) Sp) ° Sipe S,,, Six) = (Sex Sea) ° Six) 


= S,,° Six, Six, carAL (JK) 
=S,, 
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EX19 : 
a) A(1,2) il ) 
“-:M(x,y)R M{x'y1 
tq MM'=u 
x'-x=l x'=x+] 
Le, Le, 
Do dé 
*R ,:M(:)n M": 
(4) 


(voir ex16) 


+ 


tq 7e (2-2,)+2, 
En posant z=x+iy etz’=x"+iy” on aura ge Vip #14) it Vôr+ 7 +2- V5) 


D'où l'expression analytique de R. ! 
3 


sax Viy+1+2V5) 


p'= (Var +215) 
f=R of. 


# u 
(4. 
5) 


R , 
MAX) 2 M (x, y) — 2 M (x, 
On aura : 
x'=L((x+)-V30-10+1+2V5) x'=l(x-V5y+2+35) 
: - (expression analytique de f) 
p'= (3 +)+(y-1D+2-V8) p'= > (xt y +) 


f=R ,ot. ,fest une rotation d'angle à de centre w :le point invariant par f 
(45) * 
3 


J(w)=0< 


] ] 
"17 Te *=>(1+V3) 


= (V3x+ +1) Vax-y=- r=5(5+V5 


D'où a + 5.2.6 +3)) 


-[1 
b 
ji 
D : 2x-3y+1=0 
f=t.s, 
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Déterminons l’expression analytique de So 
S,:M{x,y)h M'{x'.y1 
MX+M'eD 3 

d'ÉLEN a avec: V| _ |: vecteur directeur de D 
MM' I v 2 


s'= (5x +12y-4 





En Lo Dos )+1=0 De pdd -0 


3(x'-x)+2(y'- y) =0 ÉTAPE y'=-(i2x-5y +6) 


*t.: M&y)r M{xy) 


NS 
+ y 
d'où ft,0S, 
f :MGy)r My) 
= e Dy-@El x=L(5:+12»+40) 
; 13 13 
tq : = 


'=(l2x-5y +641 y'= (2x5 +19) 


Caractérisons f : 
Déterminons l’ensemble des points invariants par f. 


JM) =MS impossible 


2 

ST OO, Nes ré 207 
eme) (en) 

Dee 0 | 10 = 


"=—(12x-5y+19 
y 3! x-5y+19) 


f est un antidéplacement qui n’a pas de points invariants d’où f est une symétrie glissante 
soit & son vecteur et À son axe. 


30 30 
ST LT 
of: M{(x.yv)r> M'x',y) ta : = MM 
fof: M(xy) (x',y) tq . _20 10 
tn 13 
157, 
© ={(.—0@ 
Jef a, 
13 


* A={M e P/MM' = à} 


 4x-6y+3=0 


15 
—(Sx+12y+9)-x=— 

= - -8x+12y-6=0 
MM'= 6 {13 # Ne 


| 10 12x-18y+9=0 
—(12x-5y+19)-y=— 
5! x—5y+19)-y 5 
d'où À a pour équation 4x-6y+3=0 
c) D,:y=I D,:y=x-1 D ND,={A4021)) 


J=S YA =r , 


À, 
( 2) 
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EX20 : 
r:M(x,y)b M'{x',y' 
ne 7 
Y =xX 


1) montrons que r est une isométrie 
Mi(xi,y1) Mi Mix ”,yr") 
M2(x2,y2) M2} Mix ,y2") 





(y) +(x-x) = MM, 
D'où r est une isométrie 
* déterminons l’ensemble des points invariants par r 


rM)=M | d’où r laisse le point I( = = ) comme unique 


= 
Var x=1-x 


X = 1 — ) = » 
pe D x 2 
E 
point invariant. = r est une rotation de centre I 
r :M(:)5 M2 
tq :zZ'=x"+iy=1l-y+ix=1(x+iy)+] 


LE. Lil É 2 
= Z=iZtl & 72—+—i)=1] z—+-i) | z-z =e'(:-z)e 
nl ee 20 Pi + es 222, = (2) 

















=e” 
Z'=2, 
= IM'=IM 
Z=2, 
SI y pour M +1 

ad UM,IM) = T (27) 
Ag( )=—(27x) 2 

Z—2, 2 


d'où R(LS) 
f : My M'xr 


ë x'=]- 
2) S,,,: M(x, y) M'{-x, y) D'où: tq 4 : d 
, ÿ—X 
a x=l-y x+y=l : st 
f(M)=M — impossible 
Y=-x x+y= 


f=re8,;, est un antidéplacement qui n’a pas de points invariants 
D'où f est une symétrie glissante soit à son vecteur et A son axe 
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fof= = 
M(x.»)— M,(-v,-x) 1 M (1+x,y 1) 

x'=x+1 


fof :M(x.v)r M'{x'r) tq 4 
D 


(a): 


*A = {M e PIMM'=u) 


L sl fase 
MM'=us 2 | | 
Poor (red a: 
op 
os  X+y-—=0 
d'où Ax+y-— = 0 
EX21 : 
E: P(Z)j=-0 avec P(z)=z° -(2+4i)z”-(9-10i)z+18+6i 
1) a) P(3)=-0 | 
b) P(Z)-(z-3)( z+bz+c)=Z" +(b-3)z*+(c-3b)z-3c 
b-3=-2-4; Re 
identifions : c-M=-9+101= | se | 
c=-6-)i 
—3c =18+6i 


d’où P(z)=(z-3)[z°+(1-4i)z-6-2i] 
P(z)=0<S <ou 
z° +(1—4i)z-6-2i 
A=9—06=3 
z,=1+2i 
Z, =-2+2i 
S.=13,2,2,) 
2) a) za=3 Z=1+21 Zc=-2+21 
aff(OA) = z, =3 
aff (CB) =, =<2. =) 
Par suite OABC est un parallélogramme 


D'où O04=CB 
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b) OA=BC et OA#O 
D'où il existe un unique déplacement f et un unique antidéplacement g tel que : 
Fe = g(0)=B 
f(4)= g(4)=C 
d) fest un déplacement d’angle (04,BC)= (2x) 
= fest une rotation d’angle x 
= fest une symétrie centrale de centre I-O *B 
Z, = ti 
3) foS(O)-f(0)-B 
fo S(A)=f(A)=C 
f°S et g sont deux antidéplacements qui coïncident sur deux points distincts 
= g=f.s 
EX22 : 
1) 





2) a) f=S30S>0S; 
Comme étant composée de trois symétries orthogonales f est un antidéplacement 
OEA,NA,NA, f(0)=0 
f fixe le point O d’où f est une symétrie orthogonale d’axe passant par O. 
b) fof=id (S,°S, = id) 
c)fof=id = ff 
f=S30S0$, — f'= S; oS,0S; 
f(A)= S3°S0S,(A)=-S30S:(B’}-S:(C)=-A° (erreur dans l’énoncé) 
AC)= F'(C)= S1°S20S3(A'}=S10S(B)=S1(B)=C" 
fest une symétrie orthogonale tq : f(A)=A” et f(C)-C’ d'où (AA’)|I(CC') 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 
EX23 : 


A/ 


R,=r # R;=r R 
(D) (8.:) 


1) f=R,°S,°R, 
a) 
S{B)=R,°S, °R(B)=R, °S,(B)= R,(D)= D 


b) f=r or, or _) 
)f (D,1 Us (8,7) 





: ; 37 
rim°r , €Stune rotation d'angle — 
1/,#) (8 = 2 


= ++ =0(27) d’où fest une translation 


— 





Et comme f(B)=D = f=t,; 
2) g=f0S,,, 
a) g(C)=fo5,,(C)= f(B)= D 8(D)= f°5,,,(D)= f(4)=C' 
b) g est un antidéplacement (composé d’un déplacement et antidéplacement) 
g°g(C)=g(D)=C" donc gog#id = g n'est pas une symétrie orthogonale 
d'où g est une symétrie glissante soit # son vecteur et À son axe 
g°8=L,.: 
g°g(D)=cC" 
— 2u = DC' 
si=>DC=CR 


*g(C)=D=K=C*DEA 
*g(D)=C'= D*C'EA 


D'où A=(DC) 
3) a) San ° Sen = Sp Car (AD) L(CD) Sum Sun =S, Car  (IK)L(IJ) 
D'où Su °58 


enr Sins Son = Sp°8) Lit =f 
b) Sen ° Sin =S,; Car (CD)L(/K) d’où T=Sun°Sx Sun > San 1 = S% Sy 
C) DS 1° 1 =S on 5 =S 


Al à = Sans th San) $ 4) Sox 5 = Sixt, 
AD : vecteur directeur de (IK) d’où S 


an AD 
ta, °f Est la symétrie glissante d’axe (IK) et de 
vecteur 4D 


DA'= DA 
B/ | A'= . (4 = 
) Vo) des (DA. DA) = (27) 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 


TR. 37 r'or(4)=r"(4)= 4 
0 I mm : 
2) r'or est une rotation d'angle à ; r'or(B)=r(D)= D 
© € med[BD]= © e (AC) 


Soit w le centre de r'or 
o € med| 44']= w € (AQ) 


Car DAA’ est isocèle en D et Qe bissectrice intérieure de [ DA, DA] 
D'où w={ 
Conclusion : r'or=r .. 
(0.7) 
3) r'or(A)= 4! 
= (4 4) = (27) 
a e[ 4€] 
(Q4, BA) = (AQ, AB)(2x) = = (7) 
=== = = = — 3x x 3x 
(4B,024')=(4B,04)+(04,04') = (AB, AQ) + x + A RSR ; (27)=0(27x) 
D'où (QA’}/(AB) 


EX 24 : 

F =RQ 0 Sa: 0 Rp 

1) a) F(A) =Ra 0 Sa: o RP (A) 
=RQO Sa: (c) 
=RQ (B) 
=A 


TI T 
F 05 O T(A',x) 0 is 


T +r+S =0(2r) D'où f est une 





translations et comme f (A)=A alors f =idp 


b) f(P) =P 

— Roo SA: 0 RP (P) =P 

— Roo S À: (P) =Pp 

— Ro(P”) =P 
QP =QP' 
(OP',0P)= [27] 

= Q P P'est un triangle rectangle et isocèle en Q 
et comme A’ =P*P” alors A' P =A’ P'=A'Q 
On a : A’ P-Q A’et A’P#0 D'où il existe un unique déplacement + tels que : 
p (4)=Q et p(P)= 4 
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2) a/Ro(P')=P = 


DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 


, mer 
b/ pest un déplacement d'angle (4' p,QA =: C4 d'ou w est une rotation 


d'angle 7 de centre (car med[A'Q] NA med{[PA']={Q} 6 =r, A) 


C/h=90 Sao h est un antidéplacement 
h (A‘) = po SA Q(A’)= 6 (A’)}-Q 
h(P)= po Sao (P) = (P) =A’ 
hoh(P')=h (A) =Q 
hoh #id = h n’est pas une symétrie orthogonale 
d'où h est une symétrie glissante ; soit Uson vecteur et À son axe 
hoh=t5 
ho h(P)-Q 0-1 F0 U=- Po 
A passe par Q*A’=I et P’*A’=K =A=(IK) 


3) 
w(P)= 4° 


d JA PS y(J)=y(AN*y(P)=v(J)=Q0* A =w(J)=1 
b/ med [4'Q] # med [P4'] d'ou y n'est pas une symétrie orthogonale par suite y est une 
symétrie glissante . 

c/ soit A son axe et U son vecteur 
y(4')=0—=1-A“*QEA 
W(P)=4'=J=P*4'EA 
y =Tu 0 Sun et y(J)=1 Tu 0 Sn) == Ty (J) =1=U = Ji 


rie 


D'où A={1/) 


4) wy(M)=Mi et o(M) =M 
p ow' (Mi)= p (M) =Ma 
Caractérisons @ o w 
p o y'(Q)=p (A')=Q 
p owy''(A’)=p (P)=A" 
wow ''estun antidéplacement qui fixe Q et A’ d'ou @ o y! =S(on') 
pgow'(M;)=M = S(Qa' (M1) =M3 donc M: et M; sont symétriques par rapport à la droite (QA') 


EX 25 : 
1) @ =fp, 0 Su 
3 
a / p(c)=r. 7° Su (C) =r(p. = (D) =D 


p(D) =r.. 71° Sun (D) =rçp.. 7 (0) =E 


b/ @ est un antidéplacement (composé d'un 
déplacement et d’un antidéplacement) 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 


pop (c)=p (D)=E = pop #id — @ n’est pas une symétrie orthogonale 
par suite o est une symétrie glissante de vecteur U = =: CE et 
d’axe A passant par C*D et D*E= A = (JL) 
2)a/ T,, 0 Sam — Ski) O S(aB)0 S(AB) =S(KI) 
b/ y =T,, 0 Sam) =T;;, 5 © SAB) 


wy=T_0oT 08 ; : . 0] : BR 14 
4 4 y est la symétrie glissante d'axe (KI) de vecteur B4 


y=T; 0x) 
3) 
di ne \ 
| | mr , or »;, (N,)=N, 
N,=r ,, (N)=N=r,, 06} (D) (0) 
nn LS 
or 
r . or ,. etuneretation d'angle r : or ,. est une symétrie centrale 
(DE) (7 (DE) (0.7) 
73 73 ‘3 "3 
r ._ or D)=r C)=E 
(D,7) 2) | ) He ) 
3 3 3 
Dr . or = S 
(De Hero 
3 3 
par suite S,(N,)=N, > L=N®%N, 
4) E(M,)=M,. 


a / Rappelons que : 
P=S y, 0 La T ge Su 
VE Te ” 5 
(Démonstration par récurrence ) 
Vérifions pour n =0 
MoMo = (2x0) JL (vrai) 


Supposant que MoM :» = (2n) JL 


et montrons que 
MoM in+10 = 2(n +1) JL 


———————— 


MOM 4 +2 = MoM ;; + M,,M,,.; 


= (2n) JL + 2JL 
= (2n+2)JL 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 
M;,.: =poçp(M,,) 


eneffet: =M,,M, ,= 2JL Conclusion : 


MoM »n =(2n).JL VneIN 


b/ MoM»=(2n)JL = (MoM.,)//(JL) 


> M 2n  Appartient à la droite passant par Mo et parallèle à la droite (JL). 


EX 26 : 


1) 


A)=C 
a) AÏ=CJ et AIx0 d'où il existe un unique déplacement f tel que ve 


SU) =J 
b) fest d'angle (4/,CJ)=x(27) = fest une rotation d'angle x = fest une symétrie centrale 


AAC = f=So avec O=A* C donc f(B)=So(B)-D 
2) f = Su ? S, Vs Sy) °S, _ So = À la perpendiculaire à (1J) en O+ A=med[AD] 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 
3) r=r,, 


(4,5) 
a) r(B}=J 
r(C)=D 
r(J)=A 
b)l’image de la droite (BM) par r est la droite passant par r(B)=J et qui lui est perpendiculaire (car r 
est d'angle ) ær((BM)}-(JM’) De même r((1M))-(IM') 
D'où r(M}=M° 
MEI[CJ]  M'er([CJ]) æ M'E[DA] 
4 g=rof=r, °8 
( L 
co x ‘ T 
a) g= F2, oz) g est une rotation d’angle Se g est d'angle . 
a 
b) g(4)=r08,(4)=r(C)= D 
c) soit w le centre de g 
@A = oD 


g(4)= DS ——  -7 = : le centre du carré ALJD 
(pee Cr) 


5) a) AI=CJ et AIx0 D'où... 
b) med[AC]=med{[J] donc h n’est pas une symétrie orthogonale —h est une symétrie glissante 
c)I=A+*B = h(1}=h(A) *h(B) = J=C*h(B) = h(B}=S{C)-D 
6) a/lére méthode: 
hoS, ,(4)=h(4)=C 


hoS, ,(B)= h(B)= D 
hoS, ;, est un déplacement d'angle (4B,CD) = 7(27x) 
h°S, ,3, : symétrie centrale de centre A # C =O 


ho Sas = SO=f 


RS, = Sun Son A = Sy ou °S(48) 


h=S,,, ot 


b)  heS,, So = 
210 


h: symétrie glissante d’axe ([J) de vecteur 1 


a) 2éme méthode : 


h(A) = 
ne = CD'= AD = BC (1) 
h(D) = D' 
D'= nn) 
(AB. 46. AD) = = 3 UM) _— (CD.CD CD') =- 7 C7) car un antidéplacement change les mesures des 


Angles orientées en leurs opposées 
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DEPLACEMENT-ANTIDELACEMENT CH3 TOME 2 
(CB.CD') =(CB,CD)+(CD.CD'Y2x) ; 
) 


STE ee fo ds 
77 Ter) 


(1}+(2)+ CB=-CD' =C=B*D' =+D'=Sc (B) 
b) 2 éme methode : h(B)=D et h(D)-D' 
hoh(B)= D' or hoh=t,: 


+ 2u = BD'=u=BC=1 
À passe par B* D=O et A//(1J) = A-{1J) 


c) hoh(4)=h(C)=C'= AC'=BD'=C'=5,(4) 


TJona:h(E)=E' car h(C)=C' et h([AC])-[CC’] 
F=S,,,(E" 


= F=S,,0h(E) 
= F=08, °S,y)0t,;(E) 


= F=1;(E) 
= EF = [J = (EF)/KAD) 





1) a)r(F}E r(E)}-D 
a £ sr Lx 
(FE,ED)=(FE, FA) = ; 27) D'où F=r 
med [FE ]n med|[ ED] = {0} 2 
f S f(O)=r0$S,5%,(0)=r(0)=0 
= Fo 
ds (O0) f(E)=r08 00 (E)="(F)=E 
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fest un antidéplacement (composé d'un déplacement et un antidéplacement) qui fixe deux points 
distincts O et E d'où f=S,or) 


_| 
r'=t or =1—0or 
2) 0Q 0G (0,7) 


, ’ . . . . . ne 
a) comme étant composée d’une translation et d’une rotation d'angle ( 5 ), 


r’ est une rotation d’angle ( 5 
b) r(O)=1; er (0)=1,5(0)=0, 


FO = FO, 
ms. y d’où rest de centre F donc Ÿ 7 x 
(FO.FO)e—" (27) 


3) g(D)=F et g(0)-0, | 
a) * med{[DF]=med{[OO,] d'où g n’est pas une symétrie orthogonale, par suite g est une symétrie 
glissante 


* soit À son axe et # son vecteur 
g(D)}=F = D+F-0 €A 
g(O)-0, + O*O EA d'où A={00:) 
g(0)=0, & 1.59) (0)=0, &1.(0)=0, Su =00, 
d'où  : St5o 8,00, = Si00) or 
b) gM)=r M) © GG ° S(00 (M) = x ° r (M) 
S 150 (Sioo M) = 155 (77 (M) 
& So (M)=r"(M) 
& rSoo (M) = M 
æ r°S5,00 (M)= M 


 f(M)=M 
c) g(M)=r(M)s f(M)=MSS,, (M)=M S M E(OE) 
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EX 28 : 


1) a) le triangle BCP est isocèle en C et [CI) : bissectrice de [ BC, BP| D'où (C1)-med[BP] 
De même (BI1)-med[CQ] 


b) (CP,QB) = (CA, ABY2x) = (AC, AB)+ x (2x) =—+7(22) = À (x) 
2) AC)-Q F(P)=B 
a) (CP.QB) = À (27) et  med[CQ]nmed[PB]={1} D'où fers 


—) 
3 
b) f(P)= B = (IP.IB)= (27) 


le triangle CPB est isocèle en C et direct et (CI)=med[BP] 
L'image de [1B.IC | par Sen est [P. IC] D'où BIC-PIC 


= PIB +281 = 28 > 2810 = 27 € = BC = © Par suite BIC) = (22) 


c) f(C)-Q = GED) = (2) et comme (B1)= med[CQ] D'où (G.IB) = © (27) 


(IP, 10) = (IP.1B)+ (18. 10)2x) = TE -T 2m = 0(27) 


d'où IP et IQ sont colinéaires par suite I,P et Q sont alignés 
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3) O;=KO); O:=f0:) 
2) fre, LOST ETS f Shan side S [of f0)=0 > fof(O)=0 = f(0,)= 0 
b) 
p FR = 00, = 0,0, 


eee =0, 
f(0,)=0 

D'où 00,=0:0:=00; par suite le triangle OO,O; est équilatéral 
F f(O, )}-O; LL é 10,=I0; or O0,=00; D'où (OT)=med[O,0;] 


— 0,0, = 00, 


4) Frde g=forof 
É: 


Er or 2 or 
a) UÂE) (0) GÂE) 


r 2,7 2e, St une rotation d’angle sis + = À 40027) 
( a (0,—) 


3 3 3 
47 2x 
a. = =0(27) d’où g est une translation 


g(0,)= forof(O,)= f er(0)= f(0)=0, 


! 4 
d'où Et 
b) O : le centre du cercle circonscrit au triangle ABC 
OB = OC oB=0c 
d’où € 


= —— _?r > r(B)=cC 
==, =, (OB,OC)=—(27) 
(OB,OC)=2(4B,AC)(2x) 3 


+ g(P)= foro f(P)= for(B)=f(C)=Q 


C) 8-5 
g(P)=0 & PO=0,0, 
d'où (PQ)/(0,0,) 
or (OI)L(0,0,) car (OI)=med[O,0, ] 
d'où (PQy/(OI) 
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CH 7 DIVISIBILITE DANS Z 


QCM 

1. Le quotient de -20 par 7 est -3 

2. Pourtoutentiern: n°-n= 0(6) 

3. Le nombre 100! Est divisible par 2° 


4, Soit a un entier non nul. 
Si a=19(20) alors a=-1(20) alors a*”=(-1)*""*(20)=a*2=1(20) 


VRAI-FAUX 
1. a/ si a=](n) alors a?=]17(n) donc a?=1(n) Vrai 
b/ si a?=0(n) alors a=0(n) Faux (contre exemple :a=2 et n=4) 
c/ si 2a=4(10) alors a=2(10) Faux (contre exemple :a=7) 
2. Pour tout entier a et pour tout entier non nuln , a"=a(n) FAUX 


Contre exemple :a=2 et n=4 
3. Il existe un entier b non nul tel que 5b = 0(10) VRAI  b=2 (par exemple) 
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CH 7 DIVISIBILITE DANS 7 


EX 1 : 13 est un nombre premier D.,3 = {+1 ; +13; 
57=3x19  Ds7= {+1 ; +3 ; +19 ; +57} 
205=5x41 D:05= {+1 ; +5 ; +4] : +205} 
EX 2 : Le nombre -35763 est un multiple de 3 et de 7 et n’est pas multiple de 11 
EX 3:1. 15=3xS  Dis={+1 ;+3 :+5 +15) 
2. a-b=15< (a-b)x(a+b)=15 


a—-b=}] a—-b=15 a—-b=3 a—-b=S 
ou ou ou 
a+b=15 a+b=] a+b=5 a+b=3 


ee. 42e) a-b=-15 (a-b=-3 (a-b=-5 
ou ou ou ou 
a+b=-15 a+b=-|] a+b=-5 a +b = -3 


Tous les couples (a,b) / a2-b? = 15 sont : (8,7) :(8,-7) :(4.1) ;(4.-1) ; 
(-8,-7) ;(-8,7) :(-4.-1) :(-4.1) 
EX 4 : tout entier non nul n divise n ; donc si n divise n+5 alors n divise (n+5)-n=5 
Donc n=+til ou n=+5 
EXS : n-2 divise n-2 ;donc si n-2 divise n-9 Alors n-2 divise (n-9)-(n-2}=-7 donc 
n-2=+] oun-2=+7 Donc n€{1,3,-5,9} 
EX6 : Ona 32=9=2(7)=(32)"=2" (7)=(32)"-2"=0(7) donc (32)"-2" est un multiple de 7 
EX7 :1. 3171=19x166+17(calculatrice : taper 3171 ab/c 19) 
2. 3171=(-19)x(-166)+17= le reste de la division euclidienne de 3171 par -19 est 17 
EX8 : 307=7x43+6 =-307=(-7)x43-6—-307=(-7)x44+] = le reste de la division 
euclidienne de (-307) par (-7) est 1. 
EX9 : 
1345791113 = 246812 x 5452 + 172089 =q=5452 et r-172089 
-1345791113 = 246812 x (-5451) + 74723 =q=-5451 et r=74723 
1345791113 = -246812 x(- 5452) + 172089 =q=-5452 et r=172089 
-1345791113 = -246812 x( 5453) + 74723 q=-5453 et r=74723 
EX 10 : 
1. P(n)}-0n"-32n°+186n2-280n=-125 n(-n°+32n2-] 86n+280)-125=n]|125 
2. D'après 1. les racines entiers naturels possibles de P sont : 1 :5 :25 et 125 
Une simple vérification permet de conclure que 1 ;5 et 25 sont des racines de P 
Donc P(x)}=(x-1)(x-5)(x-25)(x-a) 
Donc P(x}=(x-1)(x-5)(x-25)(x-1) Donc Sir={1,5,25} 
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EX 11: 
1. a+b=44 q=6 r=2 a=b.q+r 


Ÿ 
b.qtrib=44=b.(q+1)+r-44=b.7+2=44=b=6 —a-44-6-38 


2. a+b=-49 q=-13 r=]|1 a=b.q+r 
Ÿ 
b.q+r+b=-49=b.(q+1)+r=-49=b.(-12)+1 1=-49b=5<1 1=r impossible 


3. a+b=—42 q=-6 r=9 a=b.q+r 
Ÿ 
b.q+r+b=42=b.(q+1)+r=42=b.(-5)}+9=42=-5b=33 impossible 


EX 12: 
-1=9.(-1}+8=-12Z8(9) = le reste modulo 9 de (-1) est 8 
10= 9x1 +1=æ10=1(9) = le reste modulo 9 de (10) est 1 
-10= 9x(-2) +8=-10=8(9) = le reste modulo 9 de (-10) est 8 
-27= 9x(-3) -27 est un multiple de 9 = le reste modulo 9 de (-27) est 0 


-25=9x(-3)+2=-25=2(9) = le reste modulo 9 de (-25) est 2 
EX 13: 


e n=-2(7) =n=7k-2 
-10<n<15 & -10<7k-2<15 S-BSTKSITS -ÈSk< TS kE{-1,1,0,2} 


n€ {-9,5,-2,12} 
en=6(11) —=n=11k+6 
-6<n<20<-6<11k+6<20 -12<11k<142kE{-1,0,1} ne {-5,6,17} 
EX 14 : 
1. n non divisible par 3 =n=1(3) ou n=2(3) =n-1=0(3) ou n+1=0(3) 


n-] ou n+1 est divisible par 3 
2. Supposons que n ;p et n-p ne sont pas divisibles par 3 Alors 
x 1(3) La 


n+p=0(3) ou n+p=0(3)=n+p est divisible par 
p=20) p=1@) p=0(3) p=0(3)=n+p par 3 
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CH7 DIVISIBILITE DANS Z 
EX 15: 
a=3(15) et b=11(15)=a+b=14(15)= Le reste modulo 15 de a+b est 14 
a=3(15) et b=11(15)=a-b=-8(15)=a-b=7(15)= Le reste modulo 15 de a-b est 7 
a=3(15) =-a=-3(15)=-a=12(3) = Le reste modulo 15 de -a est 12 
a=3(15) et b=11(15)=a.b=33(15)= Le reste modulo 15 de a.b est 3 
a=3(15) -a°=-9(15)=-a7=6(15)=-a2.b=66(15)= Le reste modulo 15 de -a2.b est 6 
b=11(15)=b2=11215)=b2=121(15)=b2=1(15)=ab2=3(15) 

= Le reste modulo 15 de ab° est 3 
EX 16 : 


e b=4(17) et c=5(17)=b.c=20(17)Z =b.c=3(17) et comme a=2(17)=a+bc=5(17) 
Donc le reste modulo 17 de a+bc est 5. 


e a=2(17) a?=2%(17)—a=4(17) 


b=4(17)=b?=16(17)=b2=-1(17) Alors a?+b?+c?=4-1+8(17) Donc le reste 
C=5(17)=c?2=25(17)=>c2=8(17) modulo 17 de a?+b?+c? est 11. 
EX 17 : 
ê ee = us = da = 3a° +ab-9=3+10-9(4) Donc le reste modulo 4 
b=2(4) ab =10(4) ab =10(4) 


de 3a?+ab-9 est 0. 


EX 18 : 


a=7(11)a+1=8(11) et a+2=9(11)æa.(a+1)(a+2)= 7x8x9 (11)=a(a+1)(a+2)=504(11) 
Donc le reste modulo 11 de a.(a+1)(a+2) est 9 (504=11x45+9) 


EX 19: 


1]. (par récurrence) 


a n(n+1}X{2n+1) 


epourn=l 12+2?%+...+n°=1 =] donc la proprieté est vrai pour n=1 


 SoitnEIN” Supposons que .......… et montrons que .....… (facile) 
2. D'après 1. 12+22+,.,+1007 = 10020! 6 101.672 13.407) (car 50 1(7) …) 


Donc le reste modulo 7 De 12+22+...+100? est 5 


190 
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EX 20 : 
e Le reste modulo 10 de 30757 est 7 
e Le reste modulo 10 de 15163 est 3 


e Le reste modulo 10 de 12924 est 4 
EX 21 : 


e171=1(17)2171 "=1171(17) Donc Le reste modulo 17 de 171!/! est 1 
°186=-1(17)=186 "=(-1) (17) Donc Le reste modulo 17 de 186!* est 1 
°356=-1(17)=356"=(-1) (17) Donc Le reste modulo 17 de 3564? est 16 
EX 22: 

1. -1= 10x(-1)+9 Donc Le reste modulo 10 de (-1) est 9 

2. 9= -1 (10) = 9*072(.1)207(10) Donc Le reste modulo 10 de 9*%? est 9 

9= -] (10) = QE (1) 20810) Donc Le reste modulo 10 de 9*"* est 1 

EX 23 : 
e 49=1(16)= 49° *=]" (16) Donc Le reste modulo 16 de 49*!° est 1 
e 15=-1(16) 15 %=(-1) %%(16) Donc Le reste modulo 16 de 152% est 1 
e -49=-1(16)= (-49) *=(-1) (16) Donc Le reste modulo 16 de (-49) * est 1 
EX 24 : 
e 42=]6=3(13) 4 =4x3(13) Donc Le reste modulo 13 de 4° est 12 


° 121=4(13) 2121%7=4%7(13) 212124)" (13) 2121%7z(-1)!° (13) 
Donc Le reste modulo 13 de 121°°? est 12 
EX 25 : 


1. 50=1(7) =50”=1"(7) = 50”=1(7) + Le reste modulo 7 de 50° est 1 


2. 50=-1(17) =50”=(-1)(17)+ 50°=-1(17) = Le reste modulo 17 de 50° est 16 
EX 26 : 


192 (-2) (7)#19%2(-2)% (7) 219%2(2)% (7) et 2322 (7)223"2 2% (7) 


Alors 19°°.23%"= 2°*% (7) = 19°,23*'= 2% (7)219%223%'2( 2°) (7)= 19°2,23*219 (7) 
Donc le reste modulo 7 de 19°*°.23*est ] 
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CH7 DIVISIBILITE DANS Z 
EX 27: 
1. 52=25=-1(13)>5"=(-1}(13)=>5" =1(13) = le reste modulo 13 de 5° est 1 
2. °5* ={5** =1"(13) —le reste modulo 13 de 5* est | 
+ 5% —(5*Ÿ 521" .5(13) —le reste modulo 13 de 5"! est 5 
+ 5"? =(5*) 25=1* 25(13) =5*"*=-1(13) le reste modulo 13 de 57 est 12 
53 (5%?) 5=(-1).5(13) >5*"*=-5(13) le reste modulo 13 de 5*°* est 8 
3. 41=1(4) = 500041 KT Gonc le reste modulo 13 de 5772202074! est 5 


55 =3(4) = 5 SSSSSSSSSS L 43 Onc le reste modulo 13 de 5°" est 8 


4. pour n=4k 5°+5" =]1+1(13) 
Pour n=4k+1 57 +$0=-115(13) 
Pour n=4k+2 5% +5=1+12(13) 5" +5" =0(13) 
Pour n=4k+3 5 +5"=-1+8(13) 5" +5" =7(13) 


Conclusion : l’ensemble des entiers n tels que 5°" +5" =0(13) est {4k+2 ; k€ IN} 
EX 28 : 
-1=5x(-1)+4 Donc le reste modulo 5 de (-1) est 4 4=-1(5)=24%2=(-1) (5) 
-2=5x(-1}+3 Donc le reste modulo 5 de (-2) est 3 23=-2(5)= 3“°°=(-2) (5) 

Alors 1209 4720 +7 +492 12099 49007 +7 +(-1) (5) 
| = 0 (5) 
Donc 1° +27 +32 442% est divisible par 5 

EX 29 : 

1. 999=27x37+0 —999=0(27) 

2.999=0(27)= 1000=1(27)= 10°=1(27)=(10")"=1"(27)= 10""=1(27) 

3.10 "210.10 "=10(27) et 100"=10"=100 .10""* Z100(27) Alors 

101% +100! = 10 +100 (27) = 10° +100!" = 2 (27) 

Conclusion : le reste modulo 27 de 10'° +100" est 2 
EX 30 : 2° =1(5) (th de Fermat) 
Si n est un multiple de 4=>n=4k=2" =(2*)=1"(5) +2" =1(5) 

n=4k+1=2"=2"*"=92%x2=2(5) 
Si n n’est pas multiple de 4= {n =4k +2 = 2" =2%*?=2%%x4=4(5) Alors 2" n'est pas 
n=4k+3—2"=2%"22"%%x8=3(5) 

congru à | modulo 5 
Conclusion : 2"=1(5)  ssi n est un multiple de 4 
Un travail analogue permet de conclure que : 2" =1(11) ssi nest un multiple de 10 
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CH7 DIVISIBILITE DANS 7 


EX 31 : Reste modulo 5 den [01112314 
Tableau de congruence Reste modulo 5 den?1011|1414|1 


Conclusion : Les restes possibles modulo 5 de n° sont : 0 :1 et 4 


Tableau d Reste modulo 7 den |0|[11213141516. 
M NT Reste modulo 7 den |0|11[11611|616. 


Conclusion : Les restes possibles modulo 7 de n° sont : 0 :1 et 6 


Reste modulo 10 de x |0/112/3/415/6]/7|819 
Reste modulo 10 de 2x]012/4/6/810/2/4/6]8 
[Reste modulo 10 de 4x]0/4[8[2/6[0/4/8/216 


a/2x=4(10) Sz ={10k+2 :kkEZ}U{10k+7 ;kkEZ} 
b/4x=8(10) Sz ={10k+2 ;kEZ}U{10k+7 ;kEZ} 


EX 33 : 
Reste modulo 4 de x 0111213 
Tableau de congruence [Reste modulo 4 dex?|[0[110{1. 


a/x?=0 (4) Sz ={4k ;kEZ}U{4k+2 :kEZ} 
b/x2=2(4) Sz =Q c/ x2=3(4) Sz =©Q 


EX 32 : 


Tableau de congruence 






EX 34: 
Reste modulol1 de x |0[1/2]3]41516]7[8/9/10 
Reste modulo! 1 de x?[0[1]4[915/3/3/5[9/4[1 


a/x2=4 (11) Sz={11k+2 :kEZ}U{11k+9 _— 


b/x2=-1(11) <x2=10(11) EE = 
Reste 


213 12 15 
modulo19 
de x 
Reste FISTS 17 
modulo19 
de x? 


C/x?=-2(19) x?=17(19) Sz ={19k+6 ;kkEZ}U{19k+13 ;kkEZ} 
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CH7 DIVISIBILITE DANS Z 
EX 35 : 


Notons respectivement r et r’ les restes modulo 8 de a et b 
Les valeurs possibles de rr’ sont consignées dans le tableau ci-dessous. 


a.b=-2(8)<a.b=6(8)<r.r =6(8) PPT 


On conclut de ce tableau que : 

10]0/0/010/0/0/010 
11011121/314/5/61[7 
121012141610]2/4/6 
131013161114/7/21/5 
41]0/]4/014/0/4/01/4 
baies 
a=6(8) et b=1(8) ou a=6(8) et b=5(8) ou 4/2 2 
a=7(8) et b=2(8) 7[017/6/51413/211 


nb Reste modulo 7dex __[0/1/2/3[4/5/6 
| [Reste modulo 7 de 1615 |5[5/0[4/3[4/0 


Sz={7k+2 ;:kEZ}U{7k+6 ;kEZ} 


b/ 
Reste modulo 8dex __|0/1/2/3/4[5/6/7 
[Reste modulo 8 de x853[3[0[7/0[3[0/7[0. 


Sz={ 8k+1 :kKEZ}U{8k+3 ;kEZ}U{ 8k+5 ;kKEZ}U{8k+7;kEZ} 
EX 37 : 
1. 10=-1(11)=10"=(-1)° (11) 10 =(11) 
2. 9999999999999999995=10 -5=1-5(11) Donc le reste modulo 11 de 
=7(11) 9999999999999999995 est 7 

EX38: 10 7=1(103) (th de Fermat) Alors 
10% =(10 2% =1(103) et 10°*=-(10 7) =1(103) Donc 

1012 43, 10% 106.10°!? = 1+3+106(103) Donc le reste modulo 103 de 

1012 +3. 107% 106.10°!° est 7 





a.b=-2(8) ssi 







a=1(8) et b=6(8) ou 
a=2(8) et b=3(8) ou a=2(8) et b=7(8) ou 
a=3(8) et b=2(8) ou 
a=5(8) et b=6(8) ou 












EX 39 : 
1. e si 5 divise x alors x=0(5) = x.(x° -1)= 0(5) 


e si 5 ne divise pas x alors (d’après Fermat) x° =1(5) = x.(x° -1)= 0(5) 
Donc pour tout entier naturel x on a : x.(x° -1)= 0($) 
(x° x?) (x? 11}= x2.(x2 -1).(x2+1) = x [x. -1)]=0(S) 
2. de même que |. (x° x" )(x "+1 )= X°.[x.(x° -])] 
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CH7 
EX 40 : 
p premier et a non divisible par p alors d'après Fermat a '=1(p) 
Donc le reste modulo p de a”! est 1. 
Le reste modulo p de a” -2 est p-1 (1-2=-1=p-1(p) ) 
2a 710.2 =2. (ar !)10 -3= 2.1 -3(p) donc Le reste modulo p de al0P-10 3 est p-| 
EX 41 : 


DIVISIBILITE DANS Z 


1. a/ 1000-111x9+1 donc le reste modulo 111 de 1000 est 1 


b/ 1000=1(111)=1000.n=n(111) donc n et 1000.n ont le même reste mod 111 


c/ e111111=111x1000+111 111 et 111x1000 sont divisibles par 111 alors 


111111 est divisibles par 111 
e100010001=100010x1000+1=100010+1(111) d'après b/ 


=100x1000+10+1(111) 
=100+10+1 (111) 
111(111) 


=0(111) Donc 100010001 est divisible par 111 
°100010000001=100010000x1000+1=100010000+1(111) 


=100010001(111) 
=0(111) 


2. 100 000=9x11111+1=—100 000=1(11111)=100 000n=n(11111) 
1001001001001=10010010x100 000+1001=10010010+1001(11111) 


=]100x100 000+10010+1001(11111) 
=100+10010+1001(11111) 
=]1111(11111) 
=0(11111) 
EX 42 : 
Pour n=o 1"+2"+3"+4"=1+1+1+1]-4 


le reste modulo 4 est 0 
Pour n=1 1°+2"+3"+4"=]+2+3+4=10 


le reste modulo 4 est 2 


Pourn>2 esinest pair 1"+2"+3"+4" =1+0+(-1)" +0(4) 


=2(4) 
esinest impair 1"+2"+3"+4" =1+0+(-1)" +0(4) 
=1+(-1)(4) 
=0(4) 
Conclusion : les restes possibles modulo 4 de 1°+2"+3"+4" sont 0 et 2 
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CH7 DIVISIBILITE DANS Z 


EX 43 : 
1.37=1=1(7) : 3!=323(7) ; 3*=922(7) : 3° =2726(7) ; 3° =4(7) : 3°=5(7) : 3°<1(7) 


2. on a 3°=21(7) 3° -1=0(7)= 3" (3° -13=0(7)=3"* -3" =0(7)= 3° 3" divible par7 
3, a 3100230662 (396 3 ETS 4(7)= le reste modulo 4 de 3°" est 4 


b/ on a 3*=81=1(10)=(3*)" =1*%(10)23 %° =1(10) Donc le chiffre des unités 
de 3% est 1. 


EX 44 : 
1. D'après ce tableau de congruence on LReste modulo 3 de a le 
Reste modulo 3 de a” |0[112 


Constate que a° =a(3) 
2. a°-b'=0(3) a° =b’(3) a=b (3 ) (d’après 1. )a-b=0(3) 
On a a° =a(3) et b° =b(3) Alors a° +b’=0(3)< a+b=0(3) 
On a a° =a(3) et b” =b(3) Alors a° +2b°=0(3)< a+2b=0(3) 


Ex 45 : 

D'après ce tableau de [Reste modulo 11 de a [0]1/213]4/5/617/8/9/10 

congruence il n'ya pas deux _Reste modulo 11 dea?[0]1/419/51313/5/9/4/1 
Reste modulo 11 de a [0[1[81519/417/21613/10 


Valeurs distincts du reste 
modulo 11 de a qui donnent le même reste modulo 11 de a donc 


a =b'(11) ssi a=b(ll) c-a-d a” —b'=0(1 1) ssi  a-b=0(11) 
EX 47: 
1. a solution de (E) = a? +9 = 2" a? impair = a impair æa=1(2) 
2. a=1(2) a? =4k? +4k+1—a2=1(4) = a? +9=10 (4) = a° +9=2 (4) 


3. si a est une solution de (E) alors (d’après 1.et 2.) a°+92=2 (4) 
D'autre part si a est une solution de (E) alors a? +9 = 2" avec n>3 ce qui entraine 


Que a? +9 est un multiple de 4 c-a-d a° +9=0 (4) d’où l’absurdité 
Conclusion : (E) n’admet pas de solution 
EX48 : 
1. a solution de (E) = a? +9 = 3° a? pair = a pair a=0(2) 
2. a=0(2) = a = 2k a? —4k? =a?=0(4) = a? +9=9 (4) = a? +9=] (4) 
3. nimpair = n=2k+1 = 3"=3*,3=-9",3=]"3 (4) = 3" =3 (4) 










4, si a est une solution de (E) alors (d'après 1.et 2.) a?+9=I (4) 
D'autre part si a est une solution de (E) alors a? +9 = 3° =3 (4) 
Conclusion : (E) n’admet pas de solution 


Absurde 
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CH7 


DIVISIBILITE DANS Z 
EX 46 : 
a/ e pour n=1 16" =16 


et 1-10n=1-10=-9 
et comme 16=-9(25) 


Donc la propriété est vrai à l’ordre initial 
e Soit n EIN' Supposons que 16" = 1-10n(25) et montrons que 16"! = 1-10(n+1)(25) 
16" = 1-10n(25)= 16" =16-160n(25) 
= 1-10(n+1)+25-1S0n(25) 
= 1-10(n+1)(25) (car 25 et 150n sont des multiples de 25) 
b/e pourn=1 7=7 et 6n+1=7 Donc la propriété est vrai à l’ordre initial 
e Soit n EIN° Supposons que 7" = 6n+1(36) et montrons que 7! = 6(n+1}+1(36) 
= 6n+1(36) =7"*'=42n+7(36) 
= 6(n+1)+1+36n (36) 
= 6(n+1)+1(36) 


c/e pourn=1l 4"=4 et 3n+1=4 Donc la propriété est vrai à l’ordre initial 


e Soit n EIN' Supposons que 4" = 3n+1(9) et montrons que 4*' = 3(n+1)+1(9) 
"5 3n+1(9) +4" '£]12n+4(9) 


= 3(n+1)+1+9n (9) 


= 3(n+1)+1(9) 
d/ epourn=1 2"+3"=5 


et 5°=5 Donc la propriété est vrai à l’ordre initial 


e Soit n EIN' Supposons que 2" +3"z 5° (6) et montrons que 2! +3"!= 5" (6) 
2° +3"= 5° (6) =(2"+3").(2+3)= 5°! (6) 


= 2"1+31427,3+3 2= 501 (6) 
EX 49 : 


I. 


æ 243" 5%1(6) (car 2°.3 et 3° .2 sont des multiples de 6) 
5.2” +1=5.128+1-641 


et 5*+2*-625 +16=641 
2. 5.2"+1=641 =5.27+1 20(641)=+ 5.2? =-1(641)-5*.22#=(-1)" (641) 


5.22 ] (641) 
5° +2°=641-5+2* =0(641)= 54, =-2 (641) 
3.Ona (5°.2= 1 (641) et 5°. =-2* (641) ) =-2*.2#=1(641) 


-2*? -1=0(641) 
2% +1=0(641) 
Donc 641 divise 2*?+] 
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CH7 DIVISIBILITE DANS Z 


EX 50 : 


l. supposons n=ä;an.1....424;49 = 40+41.10+a2.102+...+a,.10°" = f{(n)= aotai+a+...+a, 
n-f(n})= a1.(10-1)+a2.(102-1)+...+a,.(10" -1) or on peut montrer 


Facilement (par récurrence) que 10" -1 =0(9) pour tout entier n 
Ce qui donne  n-f(n) =0(9) donc n=f{(n) (9) 


2. a/ 4444=493.9+7-4444=7(9) 
b/3 x 1481 = 4443 


c/ on a 4444=7(9) 4444271 (9) 
+ 4444427 8e (0) 
+ 444442 (7) 7 (9) 
= 4444*%2 7 (9) 
d/ on a N= 7 (9) alors (d’après 1.) f(N)= 7 (9) et f(f(N))= 7 (9) 
3. a/ona 4444< 10* = 44444 < (10*)4 < (10* 51000 = 1 920 000 


or 7°=343=1(9) 


donc N<10%% = f{N)< 9+9+9+...+9 =9 . 20 000=180 000 
b/ on a f(N)<180 000 = f((N)}<9+9+9+9+9+9=9 .6=54 


4. on a f(f(N))<54= f(((N)))<5+9=12 et comme f(((N)))=7(9) Alors {((N)))=7 
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H 8 IDENTITE DE BEZOUT 


Q.C.M : 
1. L'entier 5 est un inverse modulo 6 de 5 en effet 5x5-25-6x4+1=1(6) 
2. Sip est un entier premier alors pAp°=p 
3. L'ensemble des solutions entières de l'équation 11x-5y=1 est : 
{(1+5k :2+11k),kEZ } 
4, L'ensemble des solutions entières de l'équation 13x-17y=0 est : 
{(17k :13k),kEZ } 


VRAI-FAUX : 
1. n=0(143) ssi n= 0(13)et n= O(11) (VRAI) 


Justification :( —)sin = 0 (143) alors n=k.143=k.11.13 = n= 0(13) 
et = n= O(11) 
(=)Si n= 0(13) et n= O(11) Alors n= O(11x13) car 114131 


Alors n= 0(143) 
2. -3a “3b = 3(a°b) (VRAI) 


Justification: -3a°3b=3(-a°b)-3(a°b) k.a”k.b= | k|(a°b) 
aaAb=|alalb| 


3. 25x-80y=3 admet des solutions entières ( FAUX) 
Justification: on a25"80=-5 et 5 ne divise pas 3 


4. Tout entier admet un inverse modulo 14 (FAUX) 
Justification: 2 n'admet pas un inverse modulo 14 


5. Pour tout entier n 22 : n-1 est son propre inverse modulo n (VRAI) 
Justification : n-1=-1(n) =(n-1)°=(-1)*(n)=(n-1).(n-1)=1(n) 


CH 8 IDENTITE DE BEZOUT 


EX 1 page 175: 
558A(-1235)=1 Algorithme d’Euclide(pour le calcul du pgcd) 


r]1235/558[119/82/37[8[s/3[2[1]0 
al _f= [2 a 1 f2falf1f1f2l 


l est le dernier reste non nul 









924 À 990 = 66 
(-999) À (888) = 111 
1890 A (-5250) = 210 


EX 2 page 175: 
558A(-1235)=1 + 558 v (-1235) = 558 x 1235 —726 180 
ST A 2255) 281 Sly 250) = PR = 255 





(2n+1)An=1 =(2n+1)vn= ]|n.(2n +1)| 
EX 3 page 175 : 
180 = 36x5 


— a = 36.k avec k n'est pas un multiple de 5 
a A180 = 36 

la] < 360 = ke {+1:+2:43: +4: +6: +7: +8; +9) 
ae{+36,+72;+108;+144;+216,+252; +288; +324) 


EX 4 page 175 : 
a/b=19 — a =k.19 et b=k’.19 


a.b=2166 = 2x3x19x19 ) ke{+l:+2:+3:+6) 
19:114),(114:19).(38;57)(57:38), 
(-19:-114),(-114:-19),(-38:-57),(-57 : -38) 


m1 


X 5 page 175 : (Raisonnement par l’absurde) 
Supposons qu’il existe un couple (a ;b) tels que : a b=19 et a2-b? =490,. 
19]a es 
MAO > 19]a-b= 19(a-b).(a+b)= 19|a* —b° 


19]490 absurde 
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CH 8 IDENTITE DE BEZOUT 
EX = 
. 2°=32=1Ix3 -1 2 =-1(11) 
2°= 32 =31x1+1 = 2° ne 
2. Ona 2°=-1(11)= (2) =(-1)" (11) 2# =1(11) 
On a 25 =1(31)=(2) De 
on a 2° =1(31)= 31divise 2“°-1 
8. ona 2°" =1(11)— 11 divise 2-1 |=11x31=341divise2" —] 
et comme 31411=1 
EXT: 


‘est pas ltiple de 3 
1. a1561=1—4aA(3.1117=1—"" PET er Jpens-1 


et comme 3 nombre premier 


de même on montre que a"11=1 et a117=1 


2. a/ 
3 un nombre premier Rem, ÿ Nr à 
| =1(3) = a° -1=0(3) = 3 divise a° -] 
a n'est pas un multiple de 3 


b/ de même que a/ 
c/ de même que a/ 


3. a/ Ona a2=1(3) = (a2)%=120(3) = a%=1(3) 
On a a"=1(11)=> (a °)%z1%(11) a%0=1(11) 
On a a"=1(17) = (a%)%=1%(17) -a%0=1(17) 


b/ 
a“ =1(17)= 17 divise a -] 
a =1(11)= 11 divise a -1 [= 11x]7divise a** —-1 = 187divise a“° -] 
et commellA17=1 
ona a°=1(3)=3 divise a -] 
et on a 187divise a°° —1 |= 3x187divise a** —1= 561 divise a** -1 
3A187=] 
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LE 
O0 


IDENTITE DE BEZOUT 


m 
X 
© 


n|4a +5b 
n|Sa +2b 
n|da + 5b 
n|Sa + 2b 
2. Soith= (4a+5b)A(5a+2b). 
d|a d\4a + Sb 
.  dl$a+2b 
h|4a +5b \ dr h|17a 
h|Sa il h]176 


É n|5.(5a +2b)-2(4a +5b) = n|17a 


à 


]hnistae59)-445a+ 292 n[17b 


On a d=aAb= Jedhsn-sa 


h=(4a+5b)A(5a+2b)= > hfi7a A17b = h|17(a Ab) = kd|174 = k|17 


— k=1 ou k=17 
= h=-d ou h=17d 


EX 9 : 
1. Si d divise a et b alors d divise toute combinaison linéaire de a etbeten 


particulier d divise a+bn et a+b(n-1) 
2. Si d divise a+bn et a+b(n-1) Alors d divise a+bn-(a+b(n-1))= b donc d divise b 


et par suite d divise bn 
d divise a+bn et d divise bn Alors d divise a 


3. Soient d = ab et d'=( 
*“ d =a”b Alors d divise a et b Alors (d'après 1/) d divise a+bn et a+b(n-1) 
Donc d divise d’ 


“ d'=(atbn)"(a+b(n-1)) Alors d' divise a+bn et a+b(n-1) 
Alors (d'après 2.) d'divise a et d' divise b donc d’ divise d 


On a d divise d’ et d'divise d Donc d'’=d 


Conclusion : (a+bn) 4 (a+b)(n-1)) = añb 


202 


CH 8 IDENTITE DE BEZOUT 


EX 10: (L'algorithme d’Euclide-Bézout) 

C'est d'après M Achour Abdennebi* ;le plus important des algorithmes de 
l'Arithmétique. 

Etant donné deux entiers a et b(b>a>0) ;le tableau ci-dessous 


Suggère ce qu'il faut faire. 









D EE ES ER PR En CN 
[r]b [a |RiSlereste de bla |... ]r | R+:=le reste de nr | _Jmfo) 


ALT oem TS usine LE 
x T2 Xe=1 fe=quxete [em [ XXe que x + 


Re pes Chile TT 


* r. le dernier reste non nul est le pgcd de a et b. 







* a.xn—b.yn= +" 


Appliqué au cas a =2015 et b = 2007, cet algorithme donne 


HAT 7 7 Aer -10) 
RÉ UE US nie 7 
x 0 [1 |11+0=1/250.141=251|1.251+12252 | 
vit [o  [r.os1=1]250.1+0=250 | 1.250+1=251 | 


. Le dernier reste non nul est 1 Donc 20152007 = 1. 
. L'identité de Bézout s'écrit : 2015x251-2007x252 =1 Donc a = (-252) et b=251 















EA li: 
Appliquons encore une fois l'algorithme d'Euclide-Bézout au cas a=323 et b=391 








1. Le dernier reste non nul est 17 Donc 3914323=17 
2. L'identité de Bézout s'écrit : 391X5-323X6=17 Donc a=5 et b=-6 
3. En déduire une solution de 391a-323b=306 

On remarque que 306= 17x18 Donc a=5xl8 et b= (-6)x18 
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CH8 IDENTITE DE BEZOUT 
EX12 : 


1. L'algorithme d'Euclide Bézout donne 





L'identité de Bézout s'ecrit : 97x5-11x44 = 1donc (5,-44) est une solution particulière 


] 1197(x-5) 
or 11A97=1] 
x=11k+5 


97x+11y=1=97x+11y=97.5+11.(-44) 97.(x-5)=11.(-44-y)= } 11lr-5 


97x+11y=1=11y=1-97x=11y=1-97.(11k+5)=y=-97k-44 
Réciproquement si (x,y)=(11k+5,-97k-44) Alors 97x+11y=97(11k+5}+11(-97k-44) 





a/ L'algorithme d'Euclide Bézout donne 97x27 -77x34=1 


En multipliant par 7 on obtient : 97.(27x7)-77.(34x7)=7 97.189+77.(-238)=7 
donc une solution particulière de (E) est (189 ;-238) 


b/ Ona97.189-77.238-7 Donc 97x+77y=7 + 97x+77y=97.189-77.238 
æ 97(x-189) = -77(y+238) 
7797.(x—189) 
=> 
or 717A97=] 
97x+77y=7  —=77y = 7-97x = 77y=7-97(77k+189) = y= -238-97k 


Réciproquement si (x,y)}=(77k+189 ;-97k-238) 
Alors 97x+77y=97.(77k+189)+77.(-97k-238)=7 


CI: Szxz = {(77k+189 ;-97k-238)} 


} 77|x-189 = x = 77k +189 
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H 8 Identité de Bézout 


EX 13: 


1. a/ *Pourn=I un= ut =u =2+3 =ai+b143 avec a =2 etbi =] 
deux entiers naturels 
Donc la propriété est vrai à l’ordre initial 
* Soit neIN' Supposons que U"= aän+br V3 avec an et b: deux entiers 
et montrons que Un+!=an:1+bn.1 V3 avec an.1 et bn.1 deux entiers 
On a u°= an+bn V3 = un+i =u.un =(2+43 ).(ant+bn V3)=(2an+3b4)+(2bn+an) 3 


= 0 Sn + boar 5 
Comme a et b, sont deux entiers naturelles alors an:1=2a1+3b, et 


Dn:1 =2b1+an Sont deux entiers naturelles 
Cl: pourtout nelN’_ ur= a,+bn V3 avec a, et b. deux entiers naturelles 
b/ an-1=2an+3b et Dn:1 =2bn+an 
2. a/ (Par recurrence) 
* Pour n=] a —3b° =a-3b=22-3x12=1 
* soit neIN° 





Supposons que a? -3b° =1 et montrons que a? —3b°,, =1 
a, —3b?,, =(2a, +3b,) -3(a, +2b,) 
= 4a° —3a° +9b° —-12b° +12a,b, -12a,b, 
= a; —3b° =] 
ab, -a,.,b, =a,{(a,+2b,)-(2a,+3b,)b, 
= a? +2a,b, -2a,b, -3b° = a° -3b° =] 
b/ Ona Vnz1 ” i a … pad an Abn=1= anAan+1=bDn:1 An 


n'n+| n+l"n 


EX 14: 


a/ 7A14=7 ne divise pas 5 donc l'équation 7x-14y =5 n'admet pas de solutions 
b/ Sx-10y=10  x-2y=2 x=2+2y Donc Szxz ={(2+2k,k) keZ } 


c/ 29A58=29 ne divise pas 3 donc l'équation 29x+58y=3 n'admet pas de 
solutions 
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H IDENTITE DE BEZOUT 


X 15: 
1. (4x-3y-5)(4x+ 3y-1) = 0 = 4x-3y=5 ou 4x+3y =] 

(1 ;-1) est une solution particulière trivial de l'équation 4x+3y=1 alors un 
travail analogue à l'exercice 12 permet de conclure que les solutions de l’éq 
4x+3ÿ=1 sont les couples (1+3k ;:-1-4k) k entier 
(5 ;5) est une solution particulière trivial de l'équation 4x-3y=5 alors un 
travail analogue à l'exercice 12 permet de conclure que les solutions de l'éq 
4x-3y=5 sont les couples (5+3k :5+4k) k entier. 


Conclusion : 
Szxz={(1+3k ;-1-4k) :(5+3k :5+4k) k EZ } 


x—3y;=2 x—-3vy=1 
ou 
x+3y=1 X+3y=2 


O 





m 





ou 


2. X2-9y2=2(x-3y).(x+3y)=2e ([x-3r=-2 
x—-3y =-| 


X+3y=-1 ou 
Xx+3y =-2 


chacun de ces 4 systèmes n'a pas de solution dans ZxZ (en effet on obtient 
2x=3ou2x=-3) donc l'équation x2-9y2=2 n’a pas de solution dans ZxZ 


EX 16 : 
1. (-3,-5) est une solution particulière trivial de l'équation 3x-8y=1 alors 
un travail analogue à l'exercice 12 permet de conclure que les solutions 
de l'éq 13x-8y=1 sont les couples (-3+8k ;-5+13k) k entier. 


2. Si (x,y,z) solution de S Alors en faisant la somme on obtient : 13x-8y =1 
donc (x,y) est une solution de (E). 
SX+y-2Z =1 & 2z = 5x+y-1=5(8k-3)+13k-5-1=-53k-21 un nombre pair 
donc k entier impair 
donc k=2p+1  pentier 
=/{ae-sse-s 56 21) 4 =2p+l pez| 
CI : Szxzxz 2 


sé / 


= {(16p+5.26p+8.53p+16).peZ| 
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H8 IDENTITE DE BEZOUT 


m 


X 17: 
1. On remarque que (5,4) est une solution particulière triviale de 
L'équation Qu-11v=1 (si non l'algorithme d'Euclide-Bezout permet d'en trouver) 


x = a(9) x=9%+a 44x = 396k + 44a 

D D 
— x=99(5k'-4k)+(45b-44a) 
— x=(45b-44a)(99)\ 


— x =(495k —396k)+(45b-44a) 


= (d'apres 2. ) x=(45x8-44x6)(99)=x=96(99)= x=k.99+96 


3. Le 
x=8(11) 


Réciproquement : si x=k.99+96 = x-6=9.(k.11+10)=x=6(9) 
Ÿ 
x-8=k.99+88=x-8=11.(k.9+8)=x=8(11) 


EX 18: 
1.a/5x7=35=-17.2+1=1(17) donc 7 est une solution particulière 


b/ 5x=1(17) =5x=5.7(17)=5(x-7)=0(17)— 17|5(x-—7) 


—17x-7= x=17k+7 
orl7AS=I 


EL: Sz={17.k+7 ; keZ} 
c/ Ona 345-17x20+5-345=5(17) Donc 
345x=1(17)=5x=1(17) Alors d'après b/ Sz={17.k+7 ; keZ} 
2.a/ 5x14=70-17x4+2 Donc 14 est une solution particulière de 5x=2(17) 
Donc 5x=2(17) 5x=5.14(17)> 5(x-14)=0(17)! 750714) 


—17|x-14=x=174+14 
or 17A5=1 


CI] : Sz={17.k+14:kezZ} 
b/Ona430=-17x25+5-430=5(17) Donc 
430x=2(17) =5x=2(17) Alors d'après a/ Sz={17.k+14 ; keZ } 
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CH8 IDENTITE DE BEZOUT 
EX 19 


1. 17x=1(33) On remarque que 2 est une solution particulière donc 


33|17(x-2 
17x=1(33) =17x=17.2(33)17.(x-2)=0(33)— 7x2) 


— 33x-2= x=334+2 
or33117=1 


‘a Sz ={33k+2,ke7} 
2. Ona 17x2=1(33)=17x2x(-9)=-9(33 jdonc 2x(-9)--18=15(33) est une solution 
particulière Donc 17x=-9(33) <17x=17.15(33)17(x-15)=0(33) = 


33 divise 17(x-15) et comme 33417=1 Donc 33divise x-15=x=33k+15 
C5 Sz ={33k+15,keZ7 } 


EX 20 
12x=30y(15) —12x=0(15)12x=15k 4x-5k=5 divise 4x et comme 54A4=1=5 divise x 
Donc x est un multiple de 5 et y est quelconque 


Donc l'ensemble des couples (x,y) /12x=30y(15) est {(5k,y) : kEZ et yeZ) 
EX 21 


11x=99y(77)=11x= k.77+99y x=k.7+9y 


Donc l'ensemble des couples (x,y) /11x=99y(77) est {(7k+9y,y) : kEZ et yeZ) 
EX 22 


1. Soit d=aAb =d | 2b-3a=7-— d=1 ou d=7 Donc les valeurs possibles de aAb sont 1 et 7 
ê. a/ 3a-2b= 3(2n-3)-2(3n-1)= -7 Donc pour tout n le couple(a,b) est une solution de (E). 
b/(E):3x-2y=-73x-2y=3a-2b 3(x-a)-2(y-b) 
3 | 2(y-b) et comme 342=1 Donc 3 | y-b=y= 3k+b=3k+3n-1=3(k+n)-1=3h-1 
Remplacons y par 3h-1 dans (E) on obtient : 3x=2(3h-1)-7=x=2h-3 
CL: Szxz ={(2h-3,3h-1) :heZ7) 
3. aAb=7-—a=0(7) et b=0(7)=a=b(7)=3n-1=2n-3(7)=n=-2(7)=n=5(7) 
Réciproquement si n=5(7) =n=7k+5 =a=2(7k+5)-3=14k+7=7(2k+1)=7 | a 
Ÿ 
b=3(7k+5)-1=21k-14=7(3k-2)=7 | b 
On a donc 7 | a et 7 | b et comme les valeurs possibles de aAb sont 1 et 7 donc 





CI : aAb=7 ssi n=5+7k : kezZ 


208 


CH 8 IDENTITE DE BEZOUT 
EX23 : 


1. aan=i=aaApqu=i=aap:i:aaAg=1 et aau=i 





aAp=1 et p premier alors d'apré th de Fermat a !=1(p) 
aagq=1 et q premier alors d'apré th de Fermat a%!=1(q) 
aAu=1 et u premier alors d'apré th de Fermat a“'=1(u) 
On a p-1 divise n-1 donc n-1=k.(p-1) =a"{=(a}=1* (p}=a" =1(p) 
On a q-1 divise n-1 donc n-1=k.(q-1) =a"!=(a%1)=1" (q)=a"!=1(q) 
On a u-1 divise n-1 donc n-1=k.(u-1) =a"1=(a"1}=1* (u)=a"'zl(u) 
2. Ona a"!-1=0(p): a"!-1=0(q) et pAg=1 Alors a“!-1=0(pq) 
Ona a"!-1=0(pq): a"!-1=0(u) et pqan:1 Alors a"!-1=0(pqu) donc a”"!-1=0(n) 
3. 561=3x11x17 On pose n=561 ; p=3 :q=11: u=17 et a=224 
Alors d'après les questions 1. et 2. on peut conclure que224%°=1(561) 
4. 1729-7x13x19 on pose n=1729 ; p=7 :q=13 : u=19 et a-561 
Alors d'après les questions 1. et 2. on peut conclure que 561/72#=1(1729) 


EX 24: 
1. 


a/ On a (a+b)Aab=p = p divise ab et p divise a+b 
Supposons que p ne divise pas a : comme p est premier alors pAa=1 
Ona p | ab et pAa=1 donc p divise b et comme p | a+b Alors p | a Absurde 
Donc p divise a et comme p divise a+tb Alors p divise aussi b 
donc p est un diviseur commun de a et b. 
b/ Soit d=aAb 
On a p est un diviseur commun de a et b Donc p divise d 
d=aAb =d divise a et b =d divise a+b et ab=d divise p 
On a donc d divise p et p divise d Donc p=-d Donc p=aAb 


2. a/ ns : ae a et b sont des multiples de 5 et axb=5x170=5x(5x2x17) 
avD= 


Et comme ab Alors a=5et b=5x2x17-170 ou a=5x2 et b-=5x17-85 


b/ 5 étant un nombre premier alors d'apres 1. (a+b)”a.b=a"b Alors 
(a+b)Aab=S anAb=S5 
— 
avbh=170 avb=170 


Alors a=5 et b=170 ou a=10 et b=85 (d'après 2. a/ ) 
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EX 2%; 
1. 3634484-121 (Algorithme d'Euclide) 
On a 363A484-121et 484-363-121 Donc (363,484)eS 
2.nan+1i=1=n+i-n Donc (n:n+1) ES 





3. 
a/ (=) 
s'il existe KeIN* / x=k(y-x) et y=(k+1)(y-x) x<y Alors 
XAY=K(y-X)A(k+1)(y-x)= | y-x | (KAK+1)=(y-x).1=y-x Donc (x,y}eS 
(=) si(xy}eS Alors x< yet xAy=y-x=(y-x) | x et (y-x) | y 
x=k(y-x) et y=K(y-x) 
y-x=(K-k)(y-x)=K-k=1=K'=k+1 
Donc x=k(y-x) et y=(k+1)(y-x) 
Cl: 





b/ (x:y}eS donc il existe KeIN* / x=k(y-x) et y=(k+1)(y-x) 
XV _ k(v—x).(k +1X y — x) hernie sS 


XAV V—x 
4, a/  D228 =(1:2:3 :4 :6 :12 :19 :38 :57 :76 :114 228} 
b/ (xy}eS etxvy=228 = 228=k.(k+1)(y-x) Donc k : k+i et y-x sont des 
diviseurs de 228 


Donc xvy= 


Donc les valeurs possibles de k sont 1: 2 ou 3 
k=1 = y-x=114 = x=k(y-x)=114 et y=(k+1)(y-x)=228 
k=2 = y-x= 38 = x=2x38-76 et y= 3x38 -114 
k=3 = y-x=19 = x=3x19-57 et y= 4x19 = 76 


Conclusion : L'ensemble des couples (x,y) de S tel que x v y=228 est 
{(114,128) :(76,114) :(57,76)} 
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CH8 IDENTITE DE BEZOUT 

EX 26 : 

1. a/ M(z) est invariant par f ssi z'=z en posant z=X+iy 
3+ = 





- 2i 
ssi (x —iv DT = xiy 


ssi ie iy}1-2i=5(x+iy) 
ssi 1+3x+4y+i(4x-3y-2)-5x+i5y 
. [1+3x+4r=5x 2x-4v-1=0 
= 
Le —3y-2=5v D —8y-2=0 
Conclusion : L'ensemble des points invariants par f est la droite À d'équation 
A:  2x-4y-1=0 


 2x-4y-1=0 


b/ f est une similitude indirecte de rapport k= Es = | donc f est un 





antidéplacement ayants des points invariants donc f est une symétrie axiale d'axe la 
droit À :2x-4y-1=0 
2. a/ z'réel Im(z'}=04x-3y-2=0 Donc D est la droite d'éq :4x-3y-2:0 
b/ 4x-3y=2 (2 :2) est une solution particulière triviale 
un travail analogue à l'ex 12 permet de trouver Szxz ={(3k+2 :4k+2) :ke 7} 
c/ Les poits de . un les coordonnées sont des entiers sont :M=(3k+2 :4k+2) :keZ 
LE F À 4+4y+i(2-3y) 


1. z=ixi = 
Z=1+iy =2Z= : 








S\41+ y) 


réel(z') entier nu ke 41+y)=5k > 5|1+ y =y=5k-1 
5 or SA4=] 


y=5k-1 =Im(z')= 


Cr, —* =1-34— Im(z) est un entier 


5 
Cl:  Réel(z') et Im(z') sont entiers ssi y=5k-1: kEezZ 
EX 27 
1. (a?+ab-b?)°=1 = a*+ab-b?=1 ou a°+ab-b°=-1 
= a(a+b})-b.b=1 ou a(a+b)-b.b=-1 Alors d'aprés th de Bézout a et 
b sont premiers entre eux 

2. Si x=y alors (E)  (xy)?=1e x°=1 x=1 ou x=-1 

Cl: Les solutions de (E) telles que x=y sont (1,1) et (-1,-1) 
3. a/ (p.q) solution = (p*+pq-q°)°=1 

(q*+q(p+q)-(p+q)*)° = (q*+pq+q°-p°-q°-2pq)*= (-p°-pg+q*)°= (p*+pg-q°)°=1 
Donc (q,p+q) est une solution de (E). 
b/ On a (q,p+q) est une solution de (E) Alors d'après a/ (p+q,q+p+q) solution 
Donc (p+q,p+2q) est une solution de (E) 
c/ Ona (1,1) solution ,en utilisant 3. a/ on obtient (1,2):(2, 3):(3,5) :(5,8) et (8.13) 
solutions de (E). 


EX 28 : 
1. Ona (a°-b*)*+(2ab)°=(a*+b°)* Donc (a°-b° :2ab :a*+b°)e E. 


2. a/ (x,y,z) élément de E donc x°+y°=7° 
XAY=1æ X°AY*=1 x? A(X +y =) 1x7 Az? =1= x AZI 
Ÿ 
(x *+y*)Ay =1= 27 AY? =1=zAy=1 
b/ Si x et y sont tout les deus paires alors 2 est un diviseur 
commun de x et y ce qui est absurde car pgcd(x,y)=1 
c/ Les restes possibles d'un entier a modulo 4 sont :0 :1 :2 ;3. 


Alors le tableau de congruence suivant [Reste modulo 4dea [0111213 . 
[Reste modulo 4 de a? [0 ]1]0 [17 


prouve que. l'équation :a*=2 (4) ne Possède pas de solution entière 
4/Sixet y sont impairs=x=2k+1 et y=2k'+1 
Donc z°=x°+y*=(2k+1)*+(2k'+1)?= 4(k?+k'?+k+k'}+2=2(4) absurde 
Car l'équation :a*=2 (4) ne Possède pas de solution entière 
Donc x et y ne sont pas tout les deux impairs . 
d/ (x impair et y pair)=(x° impair et y° pair)=x*+y*impair=z{impair=zimpair 
(x impair et z impair)= z+x et z-x sont pairs.= il existe deux entiers 
Strictement positifs pet q / z+x=2p et z-x=2q ( car x,yet z EIN' 
Et x°+y°=z" 25 x) 
(z+x=2p et z-x=2q)= x=p-q et z=p+q et y*=z°-x°=(p+q)*-(p-q)°=4pq 
Soit d=pAg=d divise p etq=d divise p+q etp-q=d divse z et x=d=1 car xAy=1 
Donc p et q sont premiers entre eux. 
On ay pair =y=2k=>y?=4k?=4pq=k?=pq et comme pAg=1 Alors p et q sont 
Des carrées parfaits. 
(£,/Remarquons d'abord que si (x,y,z)EE alors (y,x,z)EE et (kx,ky,kz)cE 
_ Tenant compte de cette remarque et des questions 1. et 2. on peut conclure que 
E={(k(a?-b?),k(2ab),k(a®+b2)) :(k(2ab),k(a?-b?),k(a?+b°));: kKEIN'et a>-b>0} 


4. 
b=1eta:2—> (3,45) ;:(6,8,10): (9,12,15) :(4,3,5); (8,6,10):(12,9,15) 
b=1eta-3=—=——=> (8,6,10) ; (6,8,10 
b=1et a=4 =—> (15,8,17) : (815,17) b=leta-5——+> 218 
b=2 eta=3=—=> (5,12,13) :(12,5,13) 
b=2et a-4=——> 218 b=3 et a-4——> 218 


Conclusion: Tous les triplets de E tels que z EMBED Equation. DSMT4 18 sont : 
(3,4,5) ;(6,8,10) : (9,12,15) :(4,3,5); (8,6,10):(12,9,15); (15,8,17) : (8,15,17) 
(5,12,13) :(12,5,13) 


[S) 
ty 


EX 29 : 
1. a/ B-i-2+ a'=52-25=3(11) =f(i}=3—C 
A—i=1= a'=5! =5=5(11) =f(i}-5—E 
C—i=3= a'=5° =125=4(11) =f(i}=4-D 












[Messge|B |A [e 
hp. 


[3 15 4. 
[code [e E [D 
b/ F-i=6= a'=5° =5 (11) =f(i}-5-—E 


A—i=1= a'=5! =525(11) =f(i}-5—E Donc le message «<FADE»> est 
D—i=4= a'=5* 29(11) =f(i}=9-—1 codé «<EEIA>> 
E-i=5= a'=5° =1 (11) =f(i}=1—A 
On ne peut pas déchiffrer avec certitude le message codé car E peut-être 
déchiffrer F ou A. 





é, ü°a 





Oui on peut déchiffrer avec certitude un message codé (bijection ) 
3, a/ (5) 
a'=a (11) a'=a+11ke a-a=11ke a'.(a' -1)=11k 
= | Ia(a nl l Ile” -]=a""=l(ll) 
orllaa=l 
(=) si a'*=1(11)=a""aiz1.a (11) 


a 





b/ f permet de chiffrer et de déchiffrer avec certitude tous les messages 
ssivi'#i a" #a(11) ssi a'*<1(11) i et i’ deux entiers compris entre 1 et 10 et ixi' 
æi-1€(1,2,3...,9) 
ssi a' n'est pas congru à 1 modulo 11 pour tout i €{1,2,3....,9} 
c/ On a a 11 donc 11 ne divise pas a :et comme 11 nombre premier Alors 
d'après th de Fermat  a!°=1(11) 
Supposons que k ne divise pas 10 alors 10= n.k+u avec uk 
a“=1(11)=a"*=1(11) et comme a!°=1(11) Alors a°"*=1(11)+a"=1(11) avec uk 
Absurde car k est le plus petit entier deQN tel que a“=1(11). 
d/ Pour bien choisir a il suffit que a? et a° ne sont pas congrus à 1 modulo 10. 
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EX 30 : 
1. Fo=0:Fizl : F2=FitFoz1 : Fs=F2tF1z2 : F43 : F5 =5 
Fe = 8 k Fei3 : Fs=ei :F9=34 : F10=55 





2. (Par recurrence) 
*Pour n=i: (-1} =(-1) =-1 et Fri Fni-Fn°=F2 Fo -F1°= -1 
Donc la proprieté est vrai à l'ordre initial. 
*Soit neIN' supposons que Fu Fn1-Fn°= (-1Y 
et montrons que Fnz Fn-Fna = (-1)"* 
Fr Fn-Fne1 ?= (Fret Fn).Fn Fu 22Fn2+Fne1Fn-Fnei ° 
sF : =Fr1(Fne1-Fn) 
= Fn?-Fau(FntFn1-Fn) 
= Fa" =Fn Fra =-( Fr Fni-Fn° )=- (-1) 
=(-1)" 
Cl: pour tout entier non nul non a : Fri Fi-Fn°= (-1) 


pour tout entier non nul non a : Fax Fn1-Fn Fn= (-1)° 
et comme pour tout entier non nuln F, est un entier : alors daprès th 
de bézout  Fn À Fr =1 


4, (Par recurrence sur m) 
*Pour m=0 Fum=Fn et FnFn1tFm1Fn= FoFn1+FiFn = Fn 
Donc la proprieté est vrai à l'ordre initial 
*Soim EIN Supposons que Fum= FmFn-1+Fme1Fn 
Et montrons que Frm.1= Fm1FaitFme2Fn 
Promo = From +Fnom-1 = FnFn-1+Fm1Fn + Fn1Fn-1+FmFn 
(Fm+Fm-1)F n:1 +(Fme1itfm)Fn 
- Fes Fna + Fm Fn 
CI : pour tout entier non nul n et pour tout entier m on a Fnm= FmFnit+Fm41Fr 
5 


F A Far = FnA( FnFn:1tFme1Fn)=FmA( Pm1Fn)z Fx A Fh car En A Fri =] 


CH 8 IDENTITE DE BEZOUT 
EX 31 : 
1. Tout les entiers non nul et inférieurs à 7 sont premiers avec7donc @(7)=6 
les entiers non nul , inférieurs à 8 et premiers avec 8 sont : 1:3:5et 7 
donc (8)=4 
2. Comme 0 n'est pas premier avec n : alors il existe au plus n-1 entiers inférieurs à n 
et premiers avec n donc @{n)< n-1 
3. a/ p est premier donc tout les entiers non nul et inférieurs à p sont premiers avec 
p donc p(p}=p-1 
b/ a non divisible par p et p premier alors d'après th de Fermat a =1(p) 
et comme  œ(p)=p-1 alors a®(P=1(p) 
4. a/ pet q sont deux nombres premiers :alors les nombres non premiers avec pq sont 
seulement les multiples de p ou les multiples de q 
Or il ya exactement q-1 multiples non nul de p inférieur à pq 
et il ya exactement p-1 multiples non nul de q inférieur à pq 
et il ya exactement pq-1 entier non nul et inférieur à pq 
Alors œ(pq)= (pq-1) - [(q-1}+(p-1)]: pq-p-q+1=(p-1)(q-1)= q(p).p(q) 
b/ Ona aP(p=1(p)= (av(P))æta) 21 (p)= avP)v(a) =1(p)= avtpa) =] (p) 
On a av(=1(q)= (arta))otp) 21 (q)=> avtaptp) =1(q)=+ avtpa) =1(p) 
Et comme paqg=i 
Alors av(Pq) =] (pq) 





c/ 1649-97x17 (17 et 97 sont premiers : @(17)-16 œ(97)-96 ) 
10 n'est pas divisible par 17 et par 97 alors d'après b/ 
10 *%=1(97x17)=10/%%21(1649) 
10403-101x103 ( 101 et 103 sont premiers : @(101)-100 œ(103)-102) 
10430 nest pas divisible par 101 et par 103 alors d'après b/ 
104301*%%221(101x103)- 1022021(10403) 
5. a/ p étant premier donc seuls les multiples de p ne sont pas premiers avec p" 
qui sont :1.p :2.p :3.p:.… :p“'.p=p" Donc il ya La -1 entiers inférieur à p* et non 
premiers avec p“ donc (p“}=(p" -1)-( p“? -1)=p* -p“! 
b/ p(125)- jo =5° - 52-100 :p(256)- p(2*)-28 -27-128 : p(1331)-p(11°)-11 5-11 2 


(L+up}" -Èc: &ry =HÈC! (u.p)' 


et comme p'” divise C,,. Alors p' divise Cup) Vie ap 
b/ (Par récurrence ) * Pour k=1 La propriété est vrai d'après 3. b/ 
*Soit KEIN” supposons que a°”’=1(p")= a" =1+u.p" 
Et none que a°"=1(p""!) 
D'après 5. a/ on a p(p“}=p" -p“* = p(p“"}= p.p(p*) 
Donc a = grrr 2 (arr de =(1+u.p"}" =1(p"") 
Pour a=17 :p=5 et k=3 on obtient 17 %21(125) : pour a:17 : p=2 et k=8 on obtient... 
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